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本 书 是 为 “应 用 型 工科 ”控制 类 相关 专业 ， 如 自动 化 、 电 气 工程 及 其 自动 化 等 专业 学 生 
和 非 控制 类 学 科 ， 如 机 电 、 人 信息、 计算 机 应 用 等 硕士 研究 生 学 习 “ 现 代 控 制 技术 和 方法 ”而 
撰写 的 教材 或 参考 书 。 本 书 重 点 突出 、 概 念 清晰 、 内 容 精 练 、 简 明 易 慌 ， 具 有 工程 应 用 的 特 
色 ， 既 方便 教师 教学 也 方便 学 生 学 习 。 

线性 系统 理论 是 现代 控制 理论 的 基础 ， 也 是 目前 理论 上 最 完善 、 技 术 上 最 成 熟 、 工 程 应 用 
最 广泛 的 一 个 分 支 。 本 书 可 帮助 读者 正确 理解 和 掌握 其 中 最 基础 又 最 重要 的 概念 、 原 理 和 分 
析 、 综 合 系统 的 方法 ， 了 解 工程 上 的 一 些 应 用 实例 。 

本 书 共 分 7 章 。 第 一 章 介绍 现代 控制 中 用 到 的 建立 系统 数学 模型 的 方法 ; 第 二 ~ 四 章 涉及 
系统 的 性 能 分 析 ， 主 要 包括 系统 的 能 控 性 及 能 观测 性 、 稳 定性 分 析 ; 第 五 章 介绍 状态 空间 综合 
(设计 ) 系统 的 方法 ; 第 六 章 介绍 “最 优 控制 ”的 主要 内 容 ; 第 七 章 为 应 用 实例 ， 有 利于 学 生 
对 全 书 内 容 的 进一步 理解 和 掌握 。 

本 书 在 第 3 版 ( 孙 炳 达 、 梁 右 冰 编著 ) 的 基础 上 修订 而 成 。 本 次 修订 由 和 孙 炳 达 完 成 。 其 
中 ， 重 新 撰写 第 三 章 的 第 五 ~ 七 节 ; 增补 有 关 “ 最 优 控制 ”的 主要 内 容 ; 对 全 书 各 章 的 习题 
重新 选 排 并 提供 部 分 习题 的 参考 答案 。 

本 书 的 出 版 ， 曾 得 到 广东 工业 大 学 、 广 东 技 术 师 范 大 学 及 天 河 学 院 、 广 东 省 重点 学 科 及 机 
械 工业 出 版 社 等 单位 的 支 特 ， 特 别 是 在 编写 及 修订 过 程 中 参阅 和 引用 了 同类 教材 的 一 些 内 容 ， 
编者 对 上 述 单 位 和 个 人 表示 深 深 的 谢意 ! 

由 于 编 考 水 平 有 限 ， 书 中 难免 仍 会 有 不 妥 和 错误 之 处 ， 圳 心 希望 同行 及 读者 批评 指正 
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(第 XI 
控制 系统 的 状态 空间 描述 








系统 的 “数学 模型 "， 能 反映 系统 固有 的 “ 稳 态 、 动 态 特 性 ”。 

经 典 控制 理论 中 ， 系 统 的 “数学 模型 ”是 用 微分 方程 、 传 递 函 数 、 动 态 结构 图 等 来 描 
述 的 ， 这 种 描述 又 常 称 为 系统 的 “外 部 描述 ”; 控制 对 象 主要 是 单 输入 - 单 输出 的 线性 定常 
系统 ; 采用 的 分 析 和 综合 方法 ， 主 要 是 基于 复数 域 的 间接 方法 ， 即 频率 特性 法 和 根 轨迹 法 。 
这 两 种 方法 ， 对 性 能 要 求 不 必 太 精准 的 系统 来 说 ， 已 被 全 世界 控制 界 和 工程 应 用 界 证 明 是 完 
全 合适 而 且 是 很 有 成 效 的 。 

由 于 控制 系统 是 朝 着 复杂 的 大 系统 发 展 ， 控 制 任务 更 加 复杂 ， 其 对 控制 的 程度 、 范 围 及 
适应 能 力 的 要 求 越 来 越 高 、 性 能 要 求 越 来 越 精准 。 经 典 控制 理论 已 难 予 信任 和 满足 这 类 系统 
的 分 析 及 设计 要 求 ， 因 此 便 产生 了 现代 控制 理论 并 得 到 了 迅速 的 发 展 。 

现代 控制 理论 中 ， 系 统 的 “数学 模型 ”通常 是 用 状态 空间 表达 式 或 状态 变量 图 来 描述 
的 ， 这 种 描述 又 常 称 为 系统 的 “内 部 描述 ”; 控制 对 象 可 以 是 单 输入 - 单 输出 ， 可 以 是 多 输 
入 -多 输出 ， 可 以 是 线性 的 也 可 以 是 非 线性 的 ， 可 以 是 定常 的 也 可 以 是 时 变 的 ; 现代 控制 理 
论 采 用 的 是 时 域 的 直接 分 析 方 法 ， 能 对 给 定 的 性 能 或 综合 指标 设计 出 最 优 控制 系统 。 

目前 ， 现 代 控 制 理论 主要 包含 5 大 方面 内 容 或 者 说 5 个 分 支 ， 分别 是 线性 系统 理论 、 系 
统 建 模 与 参数 辨识 、 最 优 滤波 、 最 优 控制 和 自 适 应 控制 。 其 中 ， 线 性 系统 理论 是 现代 控制 理 
论 的 基础 ， 也 是 目前 理论 上 最 完善 、 技 术 上 最 成 熟 、 工 程 应 用 最 广泛 的 一 个 分 支 ， 它 是 以 微 
分 方程 、 线 性 代数 (和 矩阵 运算 ) 为 主要 的 数学 工具 ， 以 状态 空间 为 基础 的 分 析 、 综 合 系统 
的 方法 。 

本 章 只 重点 介绍 和 讨论 建立 单 输入 - 单 输出 线性 定常 系统 状态 空间 描述 的 一 些 主要 方法 及 
相关 问题 ， 一 是 因为 所 讨论 的 方法 具有 代表 性 ， 二 是 这 类 系统 在 工业 中 目前 仍 占有 很 大 比例 。 


第 一 节 ”状态 空间 描述 的 基本 定义 及 一 般 形式 


一 、 基 本 定义 与 概念 




















1. 状态 
控制 系统 状态 的 定义 是 ， 能 完全 地 描述 或 确定 系统 动态 (时 域 ) 行为 的 个 数 最 少 的 一 
组 变量 。 

















定义 中 的 “完全 描述 或 确定 ”的 含义 是 指 ， 如 果 给 出 了 这 组 变量 的 各 初 值 和 t=0 时 的 
系统 输入 量 ， 那 么 ， 系 统 在 t=0 时 的 任何 瞬间 的 行为 都 能 被 完全 确定 。 

定义 中 “个 数 最 少 ”的 含义 是 指 ， 对 于 所 选 定 的 一 组 变量 ， 寿 减少 了 其 中 的 一 个 ， 则 
无 法 确定 系统 的 行为 ; 若 再 增加 一 个 又 没有 必要 ， 因 此 ， 要 选择 线性 无 关 的 变量 作为 状态 。 





现代 控制 理论 基础 第 4 版 


2. 状态 变量 

构成 系统 状态 中 的 每 一 个 变量 。 常 用 x ，x,，x3，… 表 示 。 

状态 变量 通常 是 物理 量 ， 或 是 一 些 物理 量 的 组 合 ; 可 以 是 能 测量 的 ， 也 可 以 是 不 能 测量 
的 。 但 是 ， 从 工程 应 用 角度 ， 状 态 变 量 应 选择 容易 测量 的 物理 量 为 好 ， 这 对 系统 的 分 析 和 实 
施 控 制 都 会 比较 方便 。 

特别 要 注意 的 是 ， 状 态 变量 的 个 数 等 于 系统 的 阶 数 ， 即 系统 中 独立 储 能 元 件 的 数目 。 所 
以 ,nn 阶 系统 仅 可 选 个 状态 变量 ,但 选取 具有 非 唯一 性 。 例 如 ， 三 相 异 步 电 动机 在 两 相同 
步 旋 转 坐 标 系 中 的 数学 模型 是 5 阶 微分 方程 ， 系 统 中 的 独立 变量 有 9 个 ， 但 考虑 到 转子 电流 
的 两 个 分 量 不 可 测 ， 所 以 ， 状 态 变 量 只 在 7 个 变量 中 , 选 5 个 能 检测 的 变量 作为 状态 变量 。 

3. 状态 矢量 

状态 矢量 又 称 状 态 向 量 ， 把 状态 变量 x ，x,，…，x,， 视 为 向 量 x(1) 的 分 量 ， 则 称 
x(1) 为 状态 矢量 。 常 简写 为 x， 即 





4. 状态 空间 

以 状态 变量 x; ，x,，…，x, 为 坐标 轴 所 构成 的 n 维 空间 。 

n 维 空间 是 一 个 抽象 的 概念 ,但 可 以 从 几何 学 上 的 二 维 空间 是 一 个 平面 、 三 维 空间 是 一 
个 立方 体 推广 和 联想 。 

5. 状态 方程 

状态 变量 的 导数 与 状态 变量 和 输入 量 之 间 关 系 的 一 阶 微分 方程 组 (连续 系统 ) 或 一 阶 
差分 方程 组 (离散 系统 ) 。 

6. 输出 方程 

系统 输出 量 与 状态 变量 和 输入 量 之 间 关 系 的 代数 方程 。 输 出 量 常用 英文 的 大 小 写字 母 
“Y” 或 “y” 表 示 。 

7. 状态 空间 表达 式 

状态 方程 和 输出 方程 ， 总 称 为 系统 的 状态 空间 表达 式 ， 或 称 为 动态 方程 式 ， 它 构成 了 对 
系统 动态 行为 的 完整 描述 。 

8. 状态 变量 图 

反映 系统 输出 量 与 输入 量 及 各 状态 变量 之 间 传 递 关 系 的 图 形 。 

系统 的 状态 空间 描述 ， 是 通过 “状态 空间 表达 式 ” 或 ( 和)“ 状态 变量 图 ”来 表示 的 。 

二 、 状 态 空间 表达 式 的 一 般 形式 

由 定义 可 知 ， 系 统 的 状态 空间 表达 式 ， 应 包含 两 个 方程 : 一 个 是 状态 方程 ， 男 一 个 是 输 
出 方程 。 

1. 单 输入 - 单 输出 线性 系统 

(1) 定常 连续 系统 

一 单 输入 - 单 输出 线性 定常 连续 系统 ， 设 为 输入 量 ,y 为 输出 量 。 若 系统 有 nn 个 状态 





三 
公里 XI ，XM ，… 


组 ， 一 般 形 式 为 


X1 二 QIIXI1 十 QIi2X2 "a 


NX, 二 CQ21X1 + Qs Ny 二 


和 


n 


式 中 的 系数 a; (El 2 “", ny J = 
输出 方程 表达 式 的 一 般 形 式 为 


三 CIX1 + CX 本 二 


2，…，7) 和 4 与 系统 参数 有 关 。 


式 中 的 系数 c，(i=1， 


式 (1-1) 和 式 (1-2) 构成 了 描述 系统 的 状态 空 





名 CI Qi 
% ， CQ21 022 
万 Qi Qi 
n 
y= (cc c,) 
或 简写 成 
1 CI Ci 
2 Co21 CC22 
式 中 x= .4=| . 
Mn 全 | Qi 


x 是 nxl 维 的 状态 向 量 ; 4 是 n xn 维和 矩阵 ， 
入 向 量 或 控制 向 量 ; c 是 1 xz 维 向 量 ， 
状态 空间 表达 式 用 向 量 和 矩阵 方程 表示 ， 


和 综合 。 
(2) 定常 离散 系统 


线性 定常 离散 系统 的 状态 空间 表达 式 与 线性 定常 连续 系 
状态 方程 由 向 量 差分 方程 组 成 、 输 出 方程 用 离散 信号 表达 而 


，X%,， 则 根据 状态 方程 的 定义 ， 


= QnXl . CD2YX2 二 


1, 


控制 系统 的 状态 空间 描述 


阶 微分 方程 式 组 成 的 一 方程 
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Pa 
已 是 由 了 革 个 一 
二 QUX， +bu 
十 GD YX， + bu 


(1-1) 


二 Cn 丰 bu 


2, 机 n), bi,， 0 ， 要 b, 与 系统 参数 有 关 。 
+ciX +du (1-2 ) 
间 表 达 式 。 写 成 向 量 - 矩阵 式 为 
Qn |{ Xl ob 
Qo || 2%2 b, ys nd 
. .|+| “ju 状态 方程 
Ginn om b, 
(1-3) 
| 
2 
~ |+du 输出 方程 
1 
x =Ax+bhu 
(1-4) 
y=cx+du 
b 
b, 
b=) ;es= (ocre,) 
b, 
称 为 系统 矩阵 ; b 是 n x1 维 向 量 ， 称 为 输 


称 为 输出 向 量 ; d 为 标量 ， 称 为 直接 传输 系数 。 
能 方便 用 计算 机 进行 计算 ， 有 利于 对 系统 的 分 析 


只 是 定常 离散 系统 的 
简写 形式 如 下 : 
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x(k+1) =Ax( 有 ) +bul(k) 状态 方程 
y(k) =cex(k) +du(k) 输出 方程 


式 中 ， 相 关 和 矩阵 的 维 数 及 名 称 与 定常 系统 相同 。 
(3) 时 变 系统 


(1-5) 


对 于 一 单 输入 - 单 输 出 线性 时 变 系统 ， 设 输入 量 为 uw， 输出 量 为 y。 若 有 个 状态 变量 
x%1，%2，…，%,， 则 其 状态 方程 和 输出 方程 的 形式 ， 只 要 将 定常 系统 的 状态 空间 表达 式 (1-3) 
中 的 系数 ,或 式 (1-4) 中 的 A4、b、c 和 4 中 的 菜 些 元 素 或 全 部 元 素 改 为 时 间 上 的 图 数 ， 就 


是 时 变 系统 的 状态 空间 表达 式 的 一 般 形 式 。 简 写 为 


大 =A(t)x+b(t)u 状态 方程 
y=c(t)x+d(t)u 输出 方程 
式 中 ， 相 关 和 矩阵 的 维 数 和 名 称 与 定常 系统 相同 。 
2. 多 输入 -多 输出 线性 系统 
(1) 线性 定常 系统 


(1-6) 


一 多 输入 -多 输出 线性 定常 系统 ， 设 有 7 个 输入 量 ，w，…u,,，m 个 输出 量 y,，…， 


yao 和 若 有 个 状态 变量 x; ，x,，…，x%, 则 其 状态 方程 的 一 般 表 达 式 为 


X11=anXi 二 QDX + tA, +onu t+bvu, + + bu 


Up 
XX, 二 CIXY 十 aooXo + ta 十 DOU tbru + + hu, 
NX = QnX1 + CDYX2 + QnX, + Ob 
人 人 、 后生 一- 本 六 
输出 方程 的 一 般 表 达 式 为 


yi =ClXI 二 CoXa 十 十 Ci 十 di tdyu t+: +diu 


Lk 


us 十 pt 十 十 DLL 


WF 


y2 = a + Apr te 十 ConXn t+ dau + dyus 十 … + dyu, 





Ym = CmiX1 十 Cjp%o 十 十 CnMXn + diiu + da ua Be +d, u 


式 (1-7) 和 式 (1-8) ， 构 成 了 多 输入 -多 输出 线性 定常 系统 的 状态 空间 描述 。 


阵 的 形式 为 
五 =AX+BU 状态 方程 
Y=CX+DU 输出 方程 
式 中 外 = (X1 XK x,)", nxl 维 ; 了 = (yy YY 7 )  ， mxl 维 
CI CD Qn by bs 0 
GC by by 1 b, 
A= 下 轴 2 nxn 维 B= . ，nxr 维 
Qi Qi Cin bi 0 0 


(1-7) 


(1-8) 


写成 矩 


(1-9) 
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C1 C1 6 di dy d, 
C C 2 d. d. 55 过 
21 22 2n > 9 22 27 >、 
Cal ， . ,，mxn 维 D=| . - ,，m xr 维 
Cml Cm Cmn di da | ds 
T >、 
U=(u， zz … wu,) ,rxl 维 


(2) 线性 时 变 系统 
一 多 输入 - 多 输出 线性 时 变 系 统 ， 设 有 个 输入 量 wl,，w,，…, u,, m 个 输出 量 yy， 
，yma 大 有 个 状态 变量 ， 则 其 状态 空间 的 一 般 表 达 式 ， 只 要 将 式 (1-7) 和 式 (1-8) 中 
的 参数 或 式 (1-9) 中 和 矩 阵 和 4、B、C 和 D 中 的 某 些 元 素 或 全 部 元 素 改 为 时 间 t 的 函数 ， 就 是 
时 变 系统 的 状态 空间 描述 的 一 般 式 ， 简 写 形式 为 


庆 =4A(t)x+B(t)U 状态 方程 
Y=C(i)x+D(i)U 输出 方程 


(1-10) 


3. 非 线 性 系统 

非 线 性 系统 的 状态 空间 描述 ， 也 是 由 状态 方程 和 输出 方程 组 成 。 不 同 的 是 ， 它 们 是 由 一 
组 非 线 性 方程 组 成 的 。 例 如 ， 有 7 个 输入 量 ,，m 个 输出 量 的 n 阶 非 线性 系统 (定常 或 时 变 ) 
的 状态 方程 ， 是 用 nn 个 一 阶 非 线 性 微分 方程 式 来 表示 : 


%1=f (xi， Ny Ny tl …， u,) 
4% , = (wi, Ny Ny WU, UW, u,) 状态 方程 (1-11) 
Co =_/, (Wis X2， 四 Wl, WU,， ny u,) 
输出 方程 的 一 般 表 达 式 为 
》1 -Bi (Wi X2 ， ”9 Nn Ui, L2， ”9 u,) 
ys 8 (wi Ny Ni WU, Uy, …， u,) 输出 方程 (1-12) 
Ym Bi (%1, ? UW, WU, ', u,) 
式 (1-11) 和 式 (1-12) 
X=f(x, u, 1) 
y=8(%, u, 1) 


、 状 态 变量 图 的 一 般 形式 
线性 系统 状态 空间 描述 也 可 用 状态 变量 图 表示 。 状 态 变量 图 由 积分 絮 、 比 例 右 、 加 


( 减 ) 法 器 和 信号 线 组 成 。 其 中 ， 积 分 器 是 用 一 个 方 框 ， 方 框 内 画 一 个 积分 符号 “ | ”或 写 

















入 积分 的 拉 普 拉 斯 变换 “ ”; 比例 右 也 用 一 个 方 框 ， 方 框 内 写 入 其 比例 系数 值 ， 加 ( 减 ) 


法 需 用 小 圆圈 〈 圈 内 可 带 x ) ， 如 图 1-1 所 示 。 
根据 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 容易 绘制 出 其 图 形 。 例 如 ， 系 统 的 状态 空间 表达 式 为 
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a) b) 9) 


图 1-1 构成 变量 图 的 基本 单元 
a) 积分 器 b) 比例 器 “) 加 减法 器 











| 状态 方程 
Y=CX+DU 输出 方程 


其 状态 变量 图 如 图 1-2 所 示 。 依 据 状 态 方程 容易 画 出 > 大 -天正 向 传输 通道 和 反馈 通道 ; 
依据 输出 方程 可 画 出 直接 传输 通道 [一 >D 一 7。 











图 1-2 系统 的 状态 变量 图 








图 中 ， 双 线 箭头 表示 信号 传递 的 是 向 量 信号 ， 但 为 了 绘图 方便 ， 今 后 都 简化 为 单线 箭头 
表示 。 具 体 的 绘制 方法 和 步 又， 将 在 后 面 的 章节 中 结合 实际 系统 详细 介绍 。 


第 二 节 ”根据 系统 机 理 建 立 状态 空间 表达 式 


一 般 的 控制 系统 可 根据 系统 内 部 信和 号 所 遵循 的 物理 或 化 学 定理 或 规律 ， 去 建立 其 状态 空 
间 表 达 式 ， 具 体 步 又 如 下 : 

1) 确定 系统 的 输入 量 和 输出 量 。 

2) 根据 系统 内 部 信号 所 遵循 的 机 理 或 物理 、 化 学 定律 ， 列 写 出 描述 系统 动态 特性 的 微 
分 方程 。 

3) 选择 状态 变量 ， 把 微分 方程 化 为 含 状态 变量 的 一 阶 微分 方程 组 。 

4) 表示 成 向 量 - 矩阵 方程 形式 。 

下 面 通过 例子 ， 说 明 用 机 理 方法 建立 环节 (或 系统 ) 状态 空间 表达 式 的 方法 和 过 程 。 

例 1-1 RLC 电路 如 图 1-3 所 示 ， 试 求 其 状态 空间 表达 。 [有 FA 











式 并 绘制 其 状态 变量 图 。 | | 
解 1) 输入 量 为 4， 设 输出 量 为 电容 电 丰 wu。 
2) 根据 电路 理论 中 的 相关 定律 有 
di 9 
L 4 +Rituc=u (1-13) 画 1 二 C 电 磋 
duc 加 
Ct Cty 
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3) 电路 中 有 两 个 独立 的 储 能 元 件 : 电感 和 电容 。 寿 选取 电流 i 和 电容 电压 we 为 状态 变 


量 ， 即 








WL = NX = Ue 
将 式 (1-13) 改写 成 为 状态 变量 i 的 一 阶 微分 方程 式 
R 1 1 
% 1 -了 了 (1-15 ) 
将 式 (1-14) 改写 为 状态 变量 ww 的 一 阶 微分 方程 式 
1 
X= 0" (1-16) 
式 (1-15) 和 式 (1-16) 便 构 成 了 图 1-3 所 示 的 RLC 电路 的 状态 方程 
R 
N11 二 一 了 T+ TY 
(1-17) 
"ol 
X= 
输出 量 用 y 表示 ， 由 状态 变量 可 知 ， 输 出 方程 为 
y=Uuc=%, (1-18) 
式 (1-17) 和 式 (1-18) 构成 了 图 1-3RLC 电路 的 状态 空间 表达 式 。 
4) 用 向 量 -和 矩阵 方程 式 表示 
了 
加 | | i 状态 方程 
万 1 0 2 0 
2 C (1-19 ) 
y=(0 1) 加 输出 方程 
xX =Ax+bu 
| (1-20) 
= cx 
式 中 
RL , 
%i 了 L 一 
x-| | 4= 1 ,7 CE 1) 
2 c 0 0 


状态 变量 图 的 绘制 方法 和 步骤 是 ， 首 先 画 出 两 个 积分 器 (积分 占 的 个 数 等 于 状态 变量 
的 个 数 ) ， 并 把 它们 画 在 适当 的 位 置 上 ; 把 每 个 积分 絮 的 输出 表示 为 某 个 状态 变量 ;然后 ， 
根据 状态 方程 式 (1-17) 和 输出 方程 式 (1-18) ， 画 出 相应 的 比例 器 和 加 法 器 ; 最 后 用 带 箭 
头 的 信号 线 按 信号 的 流通 方向 将 这 些 元 件 连接 起 来 。 其 状态 变量 图 如 图 1-4 所 示 。 

在 第 一 节 中 指出 ， 对 于 给 定 的 系统 ， 状 态 变量 的 选取 具有 非 唯一 性 。 由 于 选取 的 状态 变 
量 不 同 ， 因 此 ， 状 态 空 间 表 达 式 也 就 不 同 。 

对 于 例 1-1 的 RLC 电路 ， 若 选取 电流 和 电流 的 积分 为 状态 变量 ， 即 

Ni 三 7, MX) 三 区 
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Es 
te 
DS 
一 
be 
DS 
‘< 











| 一 




















图 1-4 例 1-1 电路 的 状态 变量 图 
由 式 (1-14) ， 有 
大 去 ju (1.21) 
将 式 (1-21) 代入 式 (1-13)， 消 去 中 间 变 量 w 后 ， 式 (1-13) 可 改写 为 
二 = -了 (1-22 ) 
考虑 两 个 状态 变量 有 如 下 关系 : 
部 ，= 2 (1-23 ) 
则 由 式 (1-22) 和 式 (1-23) ， 组 成 了 又 一 组 状态 方程 
A 1 Poe 
L EG. "] (1-24) 
t= 
输出 量 用 y 表示 ， 由 式 (1-21) 可 得 输出 方程 
y =u = (125) 


式 (1-24) 和 式 (1-25) 构成 另 一 状态 空间 表达 式 。 用 和 矩阵 式 表示 








x) (££ ly (二 
| -| 2 站 中 状态 方程 
4 1 0 ) ”0 (1-26) 
;=| 二 输出 方 各 
简写 成 
X =4X +DL 
| (1-27) 
y=cx 
式 中 


= 二 
-| ] A=- L LC 3 b= L -| 4 
2 1 0 0 


比较 式 (1-19) 和 式 (1-26) ， 状 态 空间 表达 式 是 不 同 的 。 要 指出 的 是 ， 本 章 第 六 节 
将 证 明 ， 在 同一 输入 量 作 用 下 得 到 的 系统 或 环节 的 输出 量 ,或 传递 函数 ， 却 是 完全 相 
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同 的 。 


例 1.2” 电 枢 控 制 的 直流 电动 机 如 图 1-5 所 示 , 建 。 。 和 
立 其 动态 方程 。 ~ 

解 ” 电 枢 控 制 的 直流 电动 机 ,可 视 为 是 单 输入 ] (Cd 
( 电 枢 电 压 ) 单 输出 〈 速 度 ) 的 部 件 ， 但 要 同时 考虑 电 



































枢 电 压 和 负载 干扰 时 的 数学 模型 ， 可 视 为 双 输 入 单 输 ono 
出 的 部 件 。 图 1-5 电 枢 控制 的 直流 电动 机 
1) 输入 量 为 电 枢 电压 VU, 和 负载 转 矩 M, ， 输 出 量 
为 电动 机 轴 上 的 角速度 w。 
2) 列 写 微 分 方程 。 由 “电机 学 ”和 “电机 拖 动 ” 内 容 ， 可 列 写 出 如 下 方程 : 
U0, =Ri tL e+, (1-28) 
E,=C.w (1-29) 
Ms = Ms +J +fo (1-30) 
Mi = Ci, (1-31) 


式 中 ，E, 为 电动 机 反 电动 势 ，M, 为 电动 机 的 驱动 转 矩 ; f 为 电动 机 轴 上 烙 性 摩擦 系数 。 
3) 选择 状态 变量 。 有 两 个 独立 的 储 能 元 件 : 一 个 是 电 枢 电 感 L,， 男 一 个 是 电动 机 轴 
上 的 转动 惯量 J。 选 储 能 元 件 上 的 物理 量 ,， 电 枢 电 流 i, 和 电动 机 轴 上 的 角速度 w 为 状态 


SS 
变量 : 





Xi =i,, X= 
式 (1-28) 中 ，E, 是 中 间 变 量 。 将 式 (1-29) 代入 式 (1-28)， 消 去 式 (1-28) 中 的 中 
间 变 量 6, 后 ， 并 改写 成 电 枢 电 流 i 为 状态 变量 的 一 阶 微分 方程 式 ， 有 


7 ED 
将 式 (1-31) 代入 式 (1-30) ， 消 去 式 〈1-30) 的 中 间 变 量 W, ， 并 改写 为 角速度 w 为 状态 变 


量 的 一 阶 微分 方程 式 ， 有 








%1i=' 一 


:CG 1 
i = -ft FM (1-33) 
式 (1-32) 和 式 (1-33) 构成 了 电 枢 控制 的 直流 电动 机 的 状态 方程 
i R, CC. 1 
% 1 了 本 
区 Coy 了 -Ly | | 
2 
输出 量 为 w， 用 y 表示 ， 输 出 方程 为 
y = =X (1-35) 


式 (1-34) 和 式 (1-35) 构成 了 电 枢 控制 的 直流 电动 机 的 状态 空间 表达 式 。 
4) 用 向 量 和 矩阵 形式 表示 ， 状 态 空间 表达 式 为 
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R, C。 1 0 
网 | 网 
三 十 
C fw 1 |\M 
XX, Tm _ I» 1 Z 1- 
] 7 J E03) 
| 
y=(0 1) 
MD 
简写 成 
人 =Ax +bu 状态 方程 (1-37) 
了 = cx 输出 方程 (1-38) 
式 中 
R, C 1 0 
i LL L, 
| 上 4- ;b= we 1) 
Xp GG _/f 6 = 和 = 
J J J 


第 三 节 ”由 系统 微分 方程 式 转换 为 状态 空间 表达 式 


在 经 典 控制 理论 中 ， 线 性 定常 系统 或 环节 的 数学 模型 可 采用 微分 方程 来 描述 。 下 面 介 绍 
和 讨论 根据 微分 方程 来 建立 状态 空间 表达 式 的 方法 及 相关 问题 。 
设 描述 系统 的 n 阶 微分 方程 式 为 
ya + ta y taoy=bu +b, nu ++i +bou (1-39) 
式 中 ，y 为 输出 量 ; u 为 输入 量 ; a,(i=0, 1,2,…, nn-1), 5b,(j =0,，1，2，…) 均 为 系统 
的 参数 。 
由 第 一 节 可 知 ， 系 统 的 状态 空间 表达 式 用 矢量 - 矩阵 方程 表示 时 为 
x =Ax+bu 
y=cx+du 
式 中 ,x 为 n x1 维 状态 向 量 ; 4 为 n xn 维 的 系统 矩阵 ; 5b 为 n xl 维 的 输入 癌 量 ; c 为 1 xn 
维 的 输出 向 量 ; 4 是 直接 传输 向 量 ， 在 单 输入 单 输出 系统 中 它 是 一 个 标量 ， 并 称 为 直接 传输 
可 见 ， 要 将 微分 方程 式 转 变 为 状态 空间 表达 式 的 关键 问题 ， 一 是 如 何 选择 系统 的 状态 变 
量 ,， 二 是 怎样 由 微分 方程 系数 确定 出 矩阵 和 A、 向 量 b、c 及 d 中 的 元 素 值 。 下 面 分 两 种 情况 
讨论 。 
一 、 输 入 信号 不 含有 导数 项 的 情况 
系统 的 微分 方程 为 


(1-40) 




















人 +a,_1y ee +aly +aoy = bou (1-41) 


(1) 状态 变量 
第 一 节 指 出 ，n 阶 系统 ， 应 选 个 状态 变量 。 由 “高 等 数学 ”可 知 ， 当 给 定 了 输出 y 及 
其 各 阶 导数 的 初始 值 yx(0) ，7 (0)，…,y”-? 了 (0) 和 1t 宇 0 时 的 输入 w， 则 系统 在 1 二 0 时 的 
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运动 状态 就 可 完全 确定 。 所 以 ， 可 选取 输出 及 其 各 阶 导数 为 状态 变量 ， 
Wi = 





(2) 状态 方程 
对 式 (1-42) 的 状态 变量 求 导数 ， 并 考虑 式 (1-41)， 


X 1 =》 =% 





多 i = 二 

. . n-l 

Xp 一 一 0 一 一 4-17 + bou 
= TQoX TON Qn iN + bou 


式 (1-43) 就 是 描述 系统 微分 方程 式 (1-41) 的 状态 方程 。 


根据 “线性 代数 ”, 式 (1-43) 的 状态 方程 组 可 用 向 量 -矩阵 方程 式 表 示 





0 1 0 2 0 Xi 
宛 ， 0 0 1 “2 0 02 
;> | 全 : 十 
Xl 0 0 0 1 We 
% -QaQ0 -a -a, = 1 和 
(3) 输出 方程 
由 状态 变量 式 (1-42) 可 知 ， 系 统 的 输出 方程 为 
》 一 1 
用 矢量 -和 矩阵 方程 表示 
YX1 
| 0) | 
人 


(4) 状态 空间 表达 式 


~ OoO... 


(1-42) 


(1-43) 


(1-44) 


(1-45) 


(1-46) 


式 (1-43) 和 式 (1-45) 构成 了 描述 系统 微分 方程 式 (1-41) 的 状态 空间 表达 式 。 式 


(1-44) 和 式 (1-46) 构成 了 其 矢量 - 矩阵 方程 表达 式 。 状 态 空间 表达 式 简 写成 


x =Ax+t+bu 
= cx 


式 中 


(1-47) 
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21 0 1 0  … 0 0 
x2 0 0 1 0 0 
节 刁 ; A= : S ;b= ;c=(1 0 0) 
Nl 0 0 0 1 0 
x, -a0 -a -a … 一 0 bo 


从 状态 空间 表达 式 可 看 出 ， 系 统 矩 阵 4 为 nxn 维 ， 最 后 一 行 的 元 素 值 ， 由 微分 方程 
式 左边 的 系数 值 a,(i=0, 1，2,…, -1) 取 人 负 号 后 ， 从 左 (第 一 列 ) 至 右 (第 nn 列 ) 
按 顺 序 排列 ， 主 对 角 线 的 上 方 元 素 值 全 为 1; 其 余 元 素 ( 除 最 后 1 行 外 ) 全 为 0。 输 入 所 
阵 为 n 维 列 向 量 ,， 最 后 的 元 素 值 为 6。( 输 入 信号 的 系数 即 幅 值 )， 其 余 元 素 为 0。 输 
出 矩阵 e 为 n 维 行 向 量 ， 其 第 1 行 元 素 值 为 1， 其 余 的 元 素 值 为 零 。 直 接 传输 系数 4 值 
为 零 。 

(5) 状态 变量 图 

积分 带 的 个 数 有 nn 个 (等 于 状态 变量 的 个 数 ) ， 每 个 积分 带 的 输出 表示 为 状态 变量 ; 根 
据 上 面 的 状态 方程 和 输出 方程 ， 画 出 相应 的 比例 需 并 填 和 人 对 应 的 值 ， 画 出 加 法 器 并 加 入 符 
号 ; 最 后 用 带 箭头 的 信号 线 按 信 号 的 流通 方向 将 这 些 元 件 连接 起 来 ， 如 图 1-6 所 示 。 























例 1-3 设 一 控制 系统 的 动态 过 程 用 微分 方程 表示 为 
7 +67 +lly +5y=2u 
试 写 出 其 状态 空间 表达 式 ， 并 画 出 状态 变量 图 。 
解 ” 选 取 状 态 变 量 x, =y,，2 = 了 ，x = 》， 则 由 式 (1-43) 得 状态 方程 为 
| =X, 
Vs 三 2 
= -Sxz -1lx, -6x, +2u 
系统 的 输出 方程 为 
二 
所 以 ， 系 统 的 状态 空间 表达 式 用 矢量 -矩阵 方程 表示 为 
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Yl 0 1 0 \/% 0 

,|=| 0 0 1 lix,|+l0Oln 

-5 -11 -6/\x, 2 
y=(1 0 0) (x: x; 2 ) 








图 1-7 例 1-3 状态 变量 图 





若 系 统 微分 方程 式 (1-41) 选取 男 一 组 状态 变量 ， 则 具有 男 一 种 状态 空间 的 表达 式 。 
例如 ， 知 选 状态 变量 为 








1 
wi p77 
0 
1 
5 一 
0 
1 (1-48 ) 
3 = 4 
0 
_ 1 (n-1) 
Nn 一 
则 状态 方程 为 
X% 1 三 2 
MX ,=X 
(1-49) 
1 二 %n 
% n— QoXl 一 CIX2 一 一 0 -1Xn 十 以 
输出 方程 ， 由 状态 变量 式 (1-48) 的 第 一 式 ， 有 
y=bo% (1-50) 


式 (1-49) 和 式 (1-50) 构成 了 为 一 状态 空间 表达 式 。 写 成 矩阵 方程 形式 
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0 1 0 0 I 0 

YX 1 

0 0 1 … 0 MX2 0 

% 2 

: = + 

(1-51) 

1 0 0 0 人 1 Nn_l1 0 

% TU 一 4 TU Ql % 1 

y= (5 0 :… 0) (x xw, x ) 7 


比较 状态 空间 表达 式 (1-47) 和 式 (1-51) ， 系 统 和 矩阵 4 相同 ， 但 输入 回 量 和 输出 向 量 
不 同 。 式 (1-51) 对 应 的 状态 变量 图 如 图 1-8 所 示 。 














wh 
图 1-8 状态 空间 表达 式 (1-51) 的 状态 变量 图 
二 、 输 入 信号 含有 导数 项 的 情况 
系统 微分 方程 为 
ya ttay taoy=bu +b, uu + tb +bou (1-52) 


此 种 情况 时 ， 不 能 采用 上 面 的 方法 选 状态 变量 。 因 为 化 为 一 阶 微分 方程 组 后 ， 最 后 的 
一 阶 方程 式 中 会 含有 输入 信号 的 各 阶 导 数 项 ， 这 给 方程 的 求解 及 系统 的 分 析 带 来 麻烦 。 
因此 ， 当 方程 中 含有 输入 信号 导数 项 时 ， 选 择 状态 变量 的 原则 是 ， 状 态 变 量 的 表达 式 中 
不 要 单独 出 现 输入 量 的 各 阶 导 数 项 。 为 此 ， 通常 把 状态 变量 取 为 输出 和 输入 导数 的 茶 种 
适当 的 组 合 。 

(1) 状态 变量 

为 避免 在 状态 方程 中 出 现 输入 量 的 导数 项 ， 可 选 如 下 一 组 状态 变量 


里 : 
X1 =y -Bou 











J 二 ) -Bou -Biu = %1-Biu 


a 2 = (1-53) 





Mn =y 一 Bou 一 Blu —*…—B,._iu= % a-1 Biu 


式 中 ，B,，B,，B,，…， 由 微分 方程 中 的 系数 ， 按 下 式 计算 


Bo =b,; 
Bi=b,_1 -a,ibo; 
-a,iBi; 


DB =0 2 -a, ago 





\B, =b0 -a, iD -0 aoD， 
(2) 状态 方程 


由 状态 变量 式 (1-53) 第 二 行 起 ， 可 推演 出 其 状态 方程 式 如 下 : 





X11=x, 十 BID 
%,=x3 +Bu 
% 


=%, +B,_1u 


n-l 





Xn = dX 一 CiX2 一 


(3) 输出 方程 


由 状态 变量 式 (1-53) 的 第 一 行 ， 可 得 输出 方程 


y= +Bou 
(4) 状态 空间 表达 式 
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(1-54) 
—*… —aB: - aoBo 
(1-55) 
—a,_1%, +B,u 
(1-56) 


式 (1-55) 和 式 (1-56) 构成 了 系统 微分 方程 式 (1-52) 的 状态 空间 表达 式 。 状 态 空 间 


表达 式 用 矢量 -矩阵 方程 表示 














| 0 1 0 
守 ， 0 0 1 
i 0 0 0 
人 -a -a 一 ao 
y= (1 0 0 0) (x %, 
简写 为 
x =Ax+bu 
y=cx+du 
式 中 
Xl 0 1 0 0 
Ws 0 0 1 0 
x=| : |;A= : ; : 
X，1 0 0 0 1 
% TU Qi > Qn-l 








0 1 Bi 
0 XN B, 
二 
(1-57) 
1 Xn-1 B,-_i 
A b, 
| X, ) +Bou 
(1-58) 
bi 
b, 
;b=| : |;c= (1 0 0); 
Bi 
Bb, 
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说 明 : 
若 输 入 量 中 仪 含有 m 次 导数 ， 而 n>m， 则 可 以 把 高 于 m 次 输入 导数 项 的 系数 当 作 零 来 


处 理 ， 上 面 公式 仍 适用 。 
例 1-4 设 系 统 的 微分 方程 为 
y+18y +192 了 +640y =160 +640u 





求 系统 的 状态 空间 表达 式 。 
阶 数 n=3, m=1; ao =640 al =192， 


解 ” 对 应 微分 方程 式 (1-52) 可 知 ， 系 统 队 
18; bo =640， =160, b, =0, b,=0。 


状态 变量 ,由 式 (1-53) 可 得 
“1 =y -Bou 


2 二 y -Bo u -Biu 
x%3= yy -Bo u -Bb u -Bu 


系数 B， 由 式 (1-54) 可 得 
Bo =b; =0， Bi = 总 -au =0， B, = -ao - apB =160， 
Bs =0 -aoBo -aiB - asB, =640 -18 x160 = -2240 


参照 式 (1-55) ， 其 状态 方程 为 
%1=%, +Biu =%, 
%,=x3 +Bu=xs +160u 

-640x; -192x, -18x, -2240u 


ns= =00% = WN = Ns + By = 


参照 式 (1-56) ， 输 出 方程 为 
》 三 %1 +Bou 三 Xi 

状态 空间 表达 式 用 和 矩阵 表示 为 
Xl 0 1 0 Nf/x 0 


-640 -192 -18/\x, 


y= (1 0 0) (x x, 2 ) 
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CC2 二 


当 线 性 定常 系统 的 数学 模型 用 传递 函数 表示 时 ， 主 要 有 两 种 表达 形式 ， 一 种 是 其 分 子 分 
母 均 为 * 的 多 项 式 ; 另 一 种 是 零 -极点 形式 。 本 节 介 绍 和 讨论 把 它们 转变 为 状态 空间 表达 式 


的 方法 。 

一 、 系 统 传递 函数 为 8 的 多 项 式 
设 控制 系统 的 传递 函数 为 
_Y(s) _bas” +D 1s™ + +b 和 
Wy Us) sg" +a,_1s” 十 … 十 015 十 Q0 





(1-59) 


第 一 章 ”控制 系统 的 状态 空间 描述 


式 中 ，Y(s) 是 系统 输出 量 的 拉 普 拉 斯 变换 式 ; U(;s) 是 系统 输入 量 的 拉 普 拉 斯 变换 式 ; a,(i = 

0,1,2,…, nn 一 1),b(j=0, 1,2,…,m) 是 系统 参数 ， 且 分 子 和 分 母 不 存在 公 因 子 相约 。 
由 系统 传递 函 数 求 状态 空间 表达 式 的 问题 是 ， 选 择 系统 的 某 一 组 状态 变量 ， 再 由 传递 

数 中 s 的 系数 a,(i=0, 1,2,…), 5.(j=0,1,2,…) 的 数值 ， 确 定 出 状态 空间 表达 式 
































由 = Ax b 态 i =| 
区 +bu 状 四 (1-60) 
y=cx +du 输出 方程 


中 的 矩阵 4、2、e 和 4d 中 具体 的 元 素 值 。 

由 于 传递 函数 式 (1-59) 中 ,m=n 和 m<n 两 种 情况 下 的 状态 空间 描述 会 有 着 不 同 的 
形式 ， 所 以 ， 下 面 分 两 种 情况 加 以 讨论 。 

1) 当 m=n， 即 分 子 和 分 母 ; 多 项 式 的 最 高 次 方 数 相等 时 ， 式 (1-59) 表示 为 


b,s” +D 41s” + +bis+bo 





Y(s) _ 
WW(s) = 
Pe U(s) SO .1s + +als+ao 


由 于 传递 函数 多 (s) 不 是 一 个 严格 有 理 的 真 分 式 ， 在 建立 这 种 传递 函数 的 状态 空间 表达 
式 时 ， 其 中 一 种 方法 是 ， 首 先 把 其 化 为 具有 严格 有 理 真 分 式 的 表达 式 。 为 此 ， 可 用 长 除法 使 
其 变 成 





(1-61) 





Wy = Yrs + + yis 十 0 
U(s) s+a, 1s” + +als+ao 


式 (1-62) 中 ，/, 是 商 ， 也 是 分 子 最 高 次 s" 的 系数 值 ， 而 
Yi(s ) _ Vas + + Ys +Yo 





+0b,=W(s) +b, (1-62) 











Wi(s ) = n-l (1-63) 
Uils ) s" +a,_1s +***+al$s+ao 
是 一 个 严格 有 理 真 分 式 ， 其 分 子 项 系数 y,、y, 、…、Y,_1 由 下 式 求 出 
Yo =bo - aob, 
=b, -ab 
Yi 1 一 QI0n (1-64) 


7 1 = 1 a1b, 
由 式 (1-62) 可 得 系统 输出 量 的 拉 普 拉 斯 变换 式 
Y(s)=W(s)U(s) +b,.U(s) (1-65) 
对 上 式 做 拉 普 拉 斯 反 变换 ， 并 与 状态 空间 表达 式 (1-60) 中 的 输出 方程 相 比 较 ， 可 得 
输出 方程 中 的 直接 传输 系数 值 为 


























d=b, (1-66) 
状态 空间 表达 式 (1-60) 中 和 矩阵 A、 b、。 的 元 素 值 则 由 式 (1-63) 瑟 (s) 的 分 母系 数 
a 和 分 子 系数 y 值 求 取 。 为 此 , 在 式 (1-63) 中 引入 一 个 中 间 变 量 BR(s) 
六 (5s) 五 (s) Yn-1s ”+ “十 43 十 yo 
E(s) Ui(s) s" +Q 1s" + +als+ao 





W,(s) = (1-67) 


式 (1-67) 可 写成 


Te 
E(s) Se Yn -2 Yl Yo 





E(s) _ 1 
Ui(s) sta, 1s + +als+ao 
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或 写成 
Yi(s) =(7y + SSTYo)E(S) (1-68) 
U(s)=(s" +a, is + +als+ao)E(s) (1-69) 
对 式 (1-69) 两 边 取 拉 普 拉 斯 反 变 换 后 的 微分 方程 为 
eV +a ee + 二 ae +aoe=u (1-70) 
式 中 ,ee 是 E(s) 的 拉 普 拉 斯 反 变换 。 
式 (1-70) 是 一 个 不 含 输入 导数 项 的 n 阶 微分 方程 ， 若 选取 一 组 状态 变量 
X= e 
参照 第 三 节 式 (1-47) ， 其 对 应 的 状态 方程 写成 矩阵 形式 为 
o 0 1 0 0 2 0 
% 0 0 1 0 Xs 0 
三 :| 三 : : : |+| :Iu (1-71) 
这 0 0 0 1 Xl 0 
-00 -Qa 一 0 一 0 1 x 1 
输出 方程 ， 对 式 (1-68) 取 拉 普 拉 斯 反 变 换 ， 再 考虑 到 状态 变量 的 选取 
y1 =Y,1e ' + Y,_2e" "二 +Y1e +Yoe 
=Y, NX, 十 YX， 1 十 :十 YX + Yoxi (1-72 ) 
式 (1-71) 和 式 (1-72), 构成 了 传递 函数 具有 严格 有 理 真 分 式 (1-63) 时 的 状态 空间 


表达 式 ， 用 矩阵 方程 式 表示 为 


式 中 


输出 矩阵 c 中 的 元 素 
a(i=0, 1,2, 1); 
综合 式 (1-66) 


x =Ax+bu, 状态 方程 
(1-73) 
yi1 = cx 输出 方程 
0 1 0 0 0 Yo 
0 0 1 0 0 Yi 
; A=| : : : : ;b= :|; ce =| : 
0 0 0 1 0 Y,-2 
— ao 一 QI 一 02 Ql 1 Js 
yo、Y1…7Y,_1! 的 值 ， 由 传递 函数 式 (1-61) 中 分 母 和 分 子 的 系数 值 
b,(j=0, 1,2,…) 按 式 (1-64) 求 出 。 
和 式 (1-73)， 当 m=n 时, 式 (1-61) 对 应 的 状态 空间 表达 式 为 
区 =Ax+bu 状态 方程 
1-74 
y=cx +du 输出 方程 ey 


第 一 章 ”控制 系统 的 状态 空间 描述 


式 中 
0 1 0 0 0 Yo 
NX> 0 0 1 0 0 Yi 
| | 2 : . : ;b= :|;c=| : |;d=b 
和 0 0 0 人 1 0 Ya 
更 ， = “人 二 1 55 


从 状态 空间 表达 式 可 看 出 ， 系 统 抢 阵 4 为 n xn 维 ， 最 后 一 行 的 元 素 ， 由 传递 函数 
的 分 母 多项式 从 低 阶 到 高 阶 的 系数 取 负 号 后 ， 从 左 (第 一 列 ) 至 右 (第 n 列 ) 按 顺 
序 排列 ; 主 对 角 线 的 上 方 元 素 全 为 1， 其 余 元 素 ( 除 最 后 一 行 外 ) 全 为 0。 输 入 矩阵 为 
n 维 列 向 量 ， 最 后 的 元 素 为 1， 其 余 元 素 为 0。 输 出 矩阵 为 n 维 行 向 量 ， 其 元 素 值 由 传 
递 函 数 的 分 子 和 分 母 的 参数 值 决定 。 直 接 传输 系数 值 ， 是 传递 函数 分 子 项 的 最 高 次 方 
的 系数 值 。 

值得 指出 的 是 ， 第 三 节 中 的 式 (1-52) (微分 方程 n =m 阶 ) 经 拉 普 拉 斯 变换 后 所 得 到 
的 传递 函数 式 ， 实 际 上 就 是 传递 函数 式 (1-61) 的 表达 式 。 但 是 它们 所 对 应 的 状态 空间 表 
达 式 ， 除 系统 矩阵 A 相同 外 ， 其 余 均 不 同 ， 这 是 因为 选取 的 状态 变量 不 同 的 原因 。 

2) 当 m<n 时 ,传递 函数 式 (1-59) 为 


YCs) bs” +b 1S + +bis+bo 























W(s) m<n (1-75) 


Us) ss" +Q .1s + +als+ao 
式 (1-75) 已 经 是 一 个 严格 的 有 理 真 分 式 。 它 与 严格 的 有 理 真 分 式 (1-63) 相对 比 ， 

只 是 分 子 项 的 字母 表达 不 同 而 已 ， 只 要 令 : 参数 代替 y,，m =n -1 代入 其 下 标 和 因 次 ， 则 

两 式 完全 相同 。 因 此 ， 传 递 函数 式 (1-75) 对 应 的 状态 空间 表达 式 ， 参 照 式 (1-73) 为 

iT =Ax+bu 状态 方程 








y=cx 输出 方程 Co, 
式 中 
和 1 0 0 0 bo 
%, 0 0 1 0 b, 
X= ;A4= : : ;b= ;C= 
和 0 0 0 1 0 bi 
x, -00 -Qa -0 '* -al 1 b, 
综合 上 面 分 析 ， 有 如 下 结论 : 
1) 大 系统 传递 函数 的 分 子 分 母 “ 最 高 次 方 ” 数 相同 
Ws) = 7(s) bs Oa +*+bis+bo Ly 
U(s) s+a,1s” ++als+ao 
则 系统 的 状态 空间 描述 式 为 
之 =Ax+bu 状态 方程 (1.78) 
y=cx+du 输出 方程 


式 中 


现代 控制 理论 基础 第 4 版 


a 0 0 0 Yo 
Ny 0 0 1 0 0 Ys 
让 三 ; 4 = : : ;b= ;c= ;d=0b, 
Xl 0 0 0 1 0 2 
x, -0 -a -a YY -a Yi 


其 中 ，y。、Yy.…y,_1 值 由 下 式 计算 





Yo = bo -aob, 
J (1-79) 
yi1 =0,1 ab, 
2) 奉 系 统 传递 函数 的 “分 母 最 高 次 方 ” 数 大 于 “分 子 最 高 次 方 ” 数 
WGs) _Y(s) as” Thi + +bis+bo ee a 
U(s) Ss" +a, .1s + +als+ao 
则 系统 的 状态 空间 描述 式 为 
x =Ax+bu 状态 方程 
了 =CX 输出 方程 
2 1 0 0 0 bo 
双 0 0 1 0 0 b 
式 中 x= ;A= : ;b= ;C= 
Wi 0 0 0 1 0 60 
元 -al -a -a, 一 Qi 1 b 


例 1-5 已 知 系统 的 传递 函数 


Y(s) s +3s+1 
WW = i 7 
G9 U(s) ss +5s+6 








解 方法 一 
因为 n=m (m=2、n=2)， 应 用 式 (1-78) ， 状 态 空 间 描述 式 为 
| =Ax +bu 
y=cx+du 
其 中 


En 0 1 0 
X= 4= b= ; c=(Yo 7y1) ;d=b, 
x 一 00 一 0 1 


对 照 传递 函数 式 (1-77) ， 各 项 系数 为 
we =0. w=53; b=1, b=3, b=b = 
按 式 (1-79 ) ， 计算 yo、 A 





yo =bo -aob,=1-6xl1= -5 
yi1=0b, -aib,=3-5xl1= -2 
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相关 参数 值 代入 矩阵 方程 ， 状 态 空间 表达 式 为 


ba 0 1 Xl 0 9 
Y ~ 太 局 
人 下 加 国 昌 H u 状态 方程 


y= (5 -| 输出 方程 


方法 二 ”人 先 用 长 除法 ,传递 水 数 变 为 

s +3s+1 —2s—5 
2 =1 + 

s +9s +0 s$ +S5s+06 
下 (s) 是 一 严格 有 理 真 分 式 ， 对 照 式 (1-80)， w=0, w= b= =5, t= =2s 
参照 式 (1-81) ， 其 对 应 的 状态 方程 为 


9) 

三 + 

区 ， -6 一 9 Ny 1 

输出 方程 中 < 的 元 素 值 对 照 式 (1-81)， 并 考虑 到 直接 传输 系数 值 4 =1， 有 


y=(-5 -2 人 ja 


W(s) = 








=1+W(s) 





x =Ax+bhbu 
全 
式 中 
Ls 
A= ;b=| |;c= (-5 -2); d=1 
-0 -5 1 
可 见 ， 两 种 方法 的 结果 相同 。 
例 1-6 已 知 系统 的 传递 函数 
a A 5s+2 





U(s) ss” +6s +1lls+3 
求 其 对 应 的 状态 空间 表达 式 。 
解 因为 n>m (n=3、 m=1); 对 照 传递 孔 数 式 (1-80) ， 各 项 系数 为 
人 3 w= =0, 和 三 2 人 ES 
其 对 应 的 状态 空间 描述 式 ， 根 据 式 (1-81) 有 


A 0 1 0 \fa 0 
,|=| 0 0 1 ix,|+tlolu 
. -3 -11 -6/)\x, 1 








简写 成 
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| =Ax +bu 


y=cx 


二 


0 
1 


0 1 0 
ok 0 1 ;c=(2 5 0) 
-3 -ll -6 
二 、 传 递 函数 为 因子 相 乘 


由 于 实际 的 控制 系统 通 











况 。 
统 传递 函数 分 母 的 根 也 就 是 特 4 
1. 特征 方程 根 互 异 

设 n 阶 系统 的 传递 函数 为 


ro -总 - 





古方 程 的 根 ， 或 称 系统 极点 。 


b,s™ +b, 1s™ + 
(s+A)(s+h)-. 


+b1s+bo 
(s 十 如) 





n>m 


常 分 母 的 阶 数 都 大 于 分 子 的 阶 数 ， 因 此 ， 下 面 只 讨论 n>m 的 


当 m=n 时 ， 可 先 用 长 除法 处 理 后 再 按 n > m 的 情况 分 析 和 人 处理。 经 典 控制 理论 中 ， 


式 中 ，--4， 一 ， 
将 式 (1-82) 化 为 


式 中 ，ei 


系统 输出 的 拉 普 拉 斯 


，C; 为 待定 常数 ( 留 数 )， 


， 一 本 为 n 个 互 不 相同 的 特 和 


部 分 分 式 的 形式 
b%s™ + 


征 根 ， 且 分 子 分 母 无 因子 相约 。 





SOSTD0 





Ws) = = 


C1 C2 


(s+h)(s+h). 


(s+Mhn) 


Cn 





(Ss +A1) 


= Nm Ws s) (st+hi), 














变换 式 ， 0 


+ + 
(s+ ) 
其 值 可 按 下 式 计算 . 


十 
(sS+ 九 ) 


i=1,2,.…,n 


Y(s} = 

















共和 状态 变量 的 拉 着 拉 斯 变换 起 为 


Xi(s) 


X,(s) 


本 


U(s) +: U(s) 


Cn 
es + A) 


1 
8 二 


U(s) 


(1-82) 


(1-83) 


(1-84) 


(1-85) 


1 
“s+ 办 (1-86) 





X,(s) = -一 二) 














式 (1-86) 中 各 拉 普 拉 斯 


变换 式 去 分 母 、 移 项 后 ， 又 可 写成 





对 式 (1-87) 中 各 拉 普 拉 基 


SS) = -AMX(s) +U(s) 

= -bX,(s) +U(s) (1-87) 
sX,(s) = -MX,(s) +U(s) 

折 变 换 式 取 拉 普 拉 斯 反 变 换 ， 可 得 状态 方程 
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Xl = 一 人 Xi +u 
%,= 一 jx +u 
(1-88) 
%,= — Nx, +u 
输出 量 的 拉 普 拉 斯 变换 式 ， 可 由 状态 变量 拉 普 拉 斯 变换 式 (1-86) 代入 式 (1-85) 得 到 
Y(s) =cX(s) tecX,(s) +*** +c,X,(s) (1-89) 
对 上 式 进行 拉 普 拉 斯 反 变 换 ， 可 得 输出 方程 
y=cX) 十 CoMXo 十 … + CX, (1-90 ) 
由 式 (1-88) 和 式 (1-90) ， 组 成 了 系统 的 状态 空间 表达 式 。 写 成 矢量 -矩阵 形式 
% | 一 刀 0 X1 1 
% ， 0 一 光 0 3 1 
= + u 
: : : : (1-91) 
0 0 — lj/\x 1 
小 二 (a C2 C,) (Xi 2 xX, ) 
从 状态 空间 表达 式 可 看 出 ， 状 态 方 程 中 的 系统 矩阵 4 为 ”xz 维 的 对 角 和 矩阵 ， 主 对 角 线 


元 素 是 传递 函数 分 母 的 根 ， 即 极点 ， 
输出 方程 中 ， 输 出 矩阵 为 


为 1; 
值 ; 直接 传输 系数 值 为 0。 
例 1-7 


试 求 状态 空间 描述 。 


其 余 元 素 全 为 0; 输入 和 矩阵 为 n 维 列 向 量 ， 全 部 元 素 均 
维 行 向 量 ， 其 元 素 值 由 传递 函数 表示 为 部 分 分 式 后 的 留 数 


设 一 控制 系统 的 闭环 传递 函数 为 


S +s+2 
(s+1)(s+2)(s+3) 





W(s) = 


解 ” 对 传递 函数 做 部 分 分 式 展开 


W(s) = 


极点 为 -五 = -1， 
对 照 式 (1-91 ) ， 


y= (1 


2. 特征 方程 有 重 根 


设 n 阶 系统 的 传递 函数 中 有 gq 个 重 根 ， 


a A 


Ep 
系统 的 状态 空间 表达 式 为 


s +s+2 _ 1 es 
(s+1)(s+2)(s+3) +1 s+2 s+3 


-=—3。 留 数 值 为 c = 1 ， c = 一 4， 





cs =4。 


-1 0 0 
ti,|=|0 -2 0 


-3 





X 3 


-4 4) (EA 2 2 ) 


余 均 为 互 异 根 ， 即 


b, 0 ‘+bis+bo 





U(s) 
—Al 为 重 根 ， 有 gq 个 13s 


式 中 ， 


(s+A) sthr) (s+ hr2) (s+ Ah) (1-92) 


— +1， — Ay+2, — 为 互 异 根 。 
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传递 函数 部 分 分 式 展 开 














WCs) 7(s) b,s” +D .15 +: +bis+bo 
上 一 
U(s) (s+Ah) (sth)(s +A) (s+) 
C11 C12 . Cig 
(s+A1)’ (st) ry 
C C C 
再 dg+1 q+2 ee n | 
[; de a 让 


对 于 重 极 点 - 丈 的 留 数 ,， cl, (i=1, 2,…, 9g) 按 下 式 计算 . 


jn d 
二 2 ds'- 


C= 


7 [LW(s)(s+A1)’] 
对 于 单 极点 - 态 的 留 数 ，o (0 =g+1; g+2; …; n) 按 下 式 计算 : 
6 = lim WCs) (s+) 


输出 的 拉 善 拉 斯 变换 式 ， 由 式 (1-93) 可 得 





























Y(s s) er 5) + pe 
Wr es bs 2 Ts ky 
若 选 状态 变量 的 拉 普 拉 斯 变换 式 为 
1 1 
Xi(s) rs) X11(s) = re s) 
1 1 
X,(s) pm) Xs) = en 3) 
二 
q (s+) (+ 如) 
式 (1-97) 又 可 写成 
1 1 
Xi(s) Ee X11(s) = = 5) 
1 
X,(s) = ed Xs(s) Xls) a 
1 
X,(s) ny X,(s) = ee U(s) 





式 (1-98) 去 分 母 及 移 项 后 有 


(1-93) 


(1-94) 


(1-95) 


(1-96) 


(1-97) 


(1-98 ) 
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SS) = -AX(s) +X,(s) 
SX,(s) = — AX,(s) +X,(s) 


sX(s) = -MX (s) +U(s) 
























































(1-99) 
SX 1(s) = — NnX, ,i(s) + U(s) 
SX 42(5) = — Mr2X, ,ss) + U(s) 
SsX,(s) = -MX,(s) +U(s) 
对 式 (1-99 ) 取 拉 普 拉 斯 反 变 换 ， 可 得 状态 方程 为 
X11= 一 人 Xi + 
X = — MX, 十 %3 
区 g = -x, +u 
(1-100) 
% g+l = — Mri 11 tu 
% q+2 = 一 和 +2X4g+2 十 以 
Xi,= — Mr, +u 
状态 方程 写成 矩阵 形式 
% 1 
- 1 0 0 0 ~1 
2 0 -X14 1 0 0 0 Xp 0 
Xl 0 0 0 -hh 1 ; 0 … 0 Xy -1 0 
= : 二 (1-101) 
%， 0 0 0 2 Ai 0 7 0 1 
罗 0 0 | -ja 0 | > ， 1 
YX +l 。 
1 1 
各 ， n 
输出 方程 对 式 (1-96) 取 拉 普 拉 斯 反 变 换 ， 可 得 
y 了 =(c co 全 Clg Carl Ca) (Ki Xa Xe Xl “” x ) (1-102) 
式 (1-101) 和 式 (1-102) ， 组 成 了 系统 的 状态 空间 和 矩阵 表达 式 ， 简 写 为 
X =Ax+bu 状态 方程 
局 (1-103) 


了 = cx 输出 方程 
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式 中 
ee! 一 九 1 0 … 0 ， 0 
2 0 -A 1 0 :i: 0 
X%y -1 0 0 0 一 全 1 0 
X= 5 4 = 
%, 0 0 0 一 全 0 
二 0 0 0 0 一 Ma+l 
x, 0 0 0 0 0 
cC=(c co … Clg Cr cn ) 


从 式 (1-101) 可 看 出 ， 系 统 矩 阵 4 为 n xn 矩阵， 对 角 线 上 的 








0 0 

0 0 

0 0 
;b= 

0 1 

0 1 

— A 1 





元 素 ， 是 特征 根 的 值 ， 


对 角 线 下 方 的 元 素 全 为 零 。 对 角 线 上 方 ， 除了 重 极点 的 上 方 的 元 素 为 1 外 ， 其 余 全 部 为 零 。 
输入 和 矩 阵 b 是 维 列 向 量 ， 其 中 ， 除 重 极 点 对 应 的 最 后 元 素 为 1 外 ， 其 余 均 为 零 ， 互 异 极点 
对 应 的 全 为 1。 输出 矩阵 是 ” 维 行 向 量 ， 元 素 是 部 分 分 式 中 的 留 数值 。 

n 阶 系 统 的 传递 函数 中 的 g 个 重 根 ， 其 余 均 为 互 异 根 的 状态 变量 图 ， 如 图 1-9 所 示 。 


= 














图 1-9 传递 函数 中 有 4 个 重 根 ， 其 余 均 为 互 异 根 的 状态 变 


例 1-8 已 知 系统 传递 函数 
5 
1 
试 求 状态 空间 表达 式 。 
解 ”系统 有 两 个 重 根 ，-1 和 -2。 系 统 传递 函数 化 为 部 分 分 式 
W(s) = : B= Ee 
(s+1) (s+2) (s+1)” s+l1 s+2 


参考 式 (1-103 ) ， 状 态 空间 表达 式 为 





量 图 
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y= (5 -5 $5) |x, 





第 五 节 由 系统 结构 图 建立 状态 空间 表达 式 


在 经 典 控制 理论 中 ， 系 统 的 数学 模型 也 常用 (动态 ) 结构 图 表示 。 由 系统 结构 图 建立 
其 状态 空间 表达 式 ， 常 用 的 有 两 种 方法 : 一 种 是 ， 用 结构 图 的 变换 法 则 求 出 系统 传递 函数 ， 
再 按 第 四 节 的 方法 进行 ， 这 种 方法 有 时 会 比较 繁琐 ， 特 别 是 ， 失 去 了 状态 变量 与 物理 环节 中 
的 实际 变量 之 间 关 系 ; 另 一 种 方法 是 ， 直 接 由 系统 结构 图 变换 成 状态 变量 图 ， 再 由 状态 变量 
图 求 出 系统 状态 空间 表达 式 ; 或 者 ， 直 接 从 系统 结构 图 求 出 状态 空间 表达 式 。 这 种 方法 对 系 
统 的 分 析 更 有 针对 性 和 实用 意义 ， 而 且 往往 还 会 比较 简单 。 

由 于 系统 结构 图 通常 都 是 由 一 些 典型 结构 组 成 ， 下 面 先 介绍 一 些 常 见 的 典型 结构 图 相对 
应 的 状态 变量 图 ， 以 及 对 应 的 状态 空间 表达 式 。 

一 、 典 型 结构 图 的 状态 变换 图 及 状态 空间 表达 式 

1. 积分 环节 

积分 环节 的 结构 图 和 对 应 的 状态 变量 图 ， 如 图 1-10 所 示 。 


令 积分 器 的 输出 端 为 状态 变量 ， 则 积分 器 uo [lo ， 
的 输入 端 为 状态 变量 的 导数 ， 由 此 可 写 出 其 状 un 
b) 


态 空间 表达 式 网 














¢ = 状态 方程 
ee 的 (1-104) 图 1-10 “积分 器 的 结构 图 及 状态 变量 
六 站 和 a) 结构 图 b) 状态 变量 图 

2. 一 阶 环节 


最 基本 、 最 常见 的 一 阶 环节 ， 如 图 1-11a 所 示 。 实 际 上 是 一 个 惯性 部 件 ， 或 者 就 是 一 阶 
系统 模型 。 转 换 成 状态 变量 图 时 ， 先 把 放大 系数 和 时 间 和 常数 了 提出 ， 视 为 一 个 比例 器 ， 再 
与 一 个 正 向 通道 为 积分 、 反 馈 系数 为 1/7 的 负 反馈 环节 相 串 联 ， 如 图 1-11b 所 示 。 














a) b) 
图 1-11 惯性 环节 的 结构 图 及 状态 变量 图 
a) 结构 图 b) 状态 变量 图 


令 积分 器 的 输出 端 为 状态 变量 ， 则 积分 天 的 输入 端 为 状态 变量 的 导数 ， 由 此 可 写 出 其 状 
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态 空间 表达 式 
. 要 -由 Ek y 大 由 口 
= 一 三 十 TY 状态 方程 (1.105) 
y=% 输出 方程 


3. 带 零点 -极点 环节 
带 零 点 -极点 环节 的 结构 图 如 图 1-12a 所 示 。 


U | s+p | 7 
s+ 








图 1-12 带 零 点 -极点 环节 的 结构 图 及 状态 变量 
a) 结构 图 b) 状态 变量 图 


A 











改 为 状态 变量 图 时 ， 把 传递 函数 化 为 








由 上 趟 可 夯 出 其 对 应 的 状态 变量 图 ， 如 图 1-12b 所 示 。 令 积分 器 的 输出 端 为 状态 变量 ， 
则 积分 器 的 输入 端 为 状态 变量 的 导数 ， 由 此 可 写 出 其 状态 方程 和 输出 方程 为 
X= -ax+(b-a)u 状态 方程 
1-106 
y=%+u 输出 方程 人 ) 
4. 振荡 环节 
振荡 环节 结构 图 和 状态 变量 图 ， 如 图 1-13 所 示 。 
U(s) 1 Xs) 
T2242C Ts+1 











b) 


图 1-13 二 阶 振荡 环节 结构 图 和 状态 变量 区 
a) 结构 图 b) 状态 变量 图 
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令 两 个 积分 器 的 输出 端 分 别 为 状态 变量 x, 、x,， 则 积分 带 的 输入 端 为 状态 变量 的 导数 ， 
由 状态 变量 图 可 写 出 其 状态 方程 


X 1 三 二 
7 7 状态 方程 (1-107) 
Ma 三 一 %i 十 尼 
和 输出 方程 为 
y =%1 输出 方程 (1-108 ) 
5. 一 般 二 阶 环节 


典型 二 阶 环节 的 结构 图 及 其 对 应 的 一 种 状态 变量 图 ， 如 图 1-14 所 示 。 


SG1S+TG0 














b) 


图 1-14 二 阶 环节 的 结构 图 、 状 态 变量 





加 | 
于 

















a) 结构 图 b) 状态 变量 图 


令 两 个 积分 器 的 输出 分 别 为 状态 变量 w 和 x,， 则 积分 器 的 输入 端 分 别 为 状态 变量 的 导 
数 ， 根 据 状态 变量 图 容易 写 出 其 状态 空间 表达 式 为 


NC1 = 一 QIXI +%y , 

. 状态 方程 (1-109) 
MX = 一 QoXl +hu 

=2i 输出 方程 (1-110) 


要 注意 的 是 ， 上 面 环节 的 状态 变量 图 并 不 是 唯 _ 的 形式 

二 、 由 系统 结构 图 建立 状态 空间 表达 式 

把 系统 结构 图 中 的 各 个 环节 ， 按 上 面 的 方法 分 别 改 画 成 对 应 的 状态 变量 图 后 便 组 成 了 系 
统 的 状态 变量 图 ; 然后 把 含有 积分 器 的 输出 端 作为 系统 的 一 个 状态 变量 ,积分 器 的 输入 端 为 
该 状态 变量 的 导数 ; 最后， 根据 系统 变量 图 的 信号 传递 关系 能 容易 地 写 出 状态 空间 表达 式 。 

例 1-9 已 知 系统 结构 图 如 图 1-15 所 示 ， 求 系统 状态 空间 表达 式 。 


所 bb kb 
u 和 > 了 
2 Tis+l1 72s+1 Tss 


图 1-15 例 1-9 系统 结构 图 











现代 控制 理论 基础 第 4 版 


解 











该 系统 由 4 个 环节 组 成 ,分别 是 两 个 惯性 ， 一 个 积分 和 一 个 比例 。 按 上 面 的 方法 把 


每 个 环节 分 别 画 出 其 对 应 的 状态 变量 图 后 得 到 原 系 统 的 状态 变量 图 ， 如 图 1-16 所 示 。 
一 
u 天 局 Xl ly 




















图 1-16 例 1-9 系统 结构 图 对 应 的 系统 状态 变量 图 


太 恋 时 














3 个 积分 器 的 输出 端 分 别 设 定 为 状态 变量 x,， 
导数 区， 、%，,，、X3。 根 据 系 统 状态 结构 图 列 写 出 如 下 状态 方程 .; 
.khk, 
“i 
Be 2 
2 也 | 1 六 
本 
% 3 三 4 TT" 五 3 了 
输出 方程 
=i 
写成 矩阵 形式 
0 有 0 
由 ee 
1 1 
上 1 k, 0 让 太一 a 
: 0 也 了 十 ki u 状态 方程 
9 — kk 0 1 3 7 
T 7 
y= (1 0 0) (x x xs)" 输出 方程 


若 系统 中 包含 的 环节 不 多 而 且 较 简 单 时 ， 也 可 以 直接 令 各 个 环节 的 输出 为 状 
普 拉 斯 变换 ， 然 后 根据 结构 图 列 出 相关 方程 ， 青 经 拉 普 拉 斯 反 变 换 的 方法 ， 也 能 
状态 空间 表达 式 。 下 面 通过 例题 说 明 其 求解 过 程 。 





























x ，X3， 积 分 器 的 输入 端 为 该 状态 变量 的 


态 变 量 的 拉 


容易 地 求 出 


例 1-10 已 知 系统 结构 图 如 图 1-17 所 示 ， 试 求 状 态 空间 表达 式 ， 并 画 出 状态 变量 网 。 





X1(s) 





Xs) 





图 1-17 例 1-10 系统 结构 图 
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解 ”在 系统 结构 图 中 的 相关 环节 后 〈 或 前 ) 分 别 标注 出 状态 变量 x, 、x,、xs 的 拉 普 拉 
斯 变换 式 X(s)、X(s) 和 XX(s)， 如 图 1-17 所 示 。 
由 结构 图 可 列 出 如 下 方程 : 


Xi(s) 














2 
a —X,(s)] 
2 
Xs) = 3[ UGs) -Xs)] 
Xs(s) =sX1(s) 
对 上 面 的 前 两 个 方程 去 分 母 及 移 项 
s Xi(s) +sSXi(s) =2X,(s) -2X,(s) 
sX,(s) = -2X(s) -3X,(s) +2U(s) 
Xs(s) =sX(s) 
对 上 面 方程 取 拉 普 拉 斯 反 变换 有 

















X 1+ %!=2x, 一 2X3 
Xo = =2% = 2Y 
i 


由 上 述 3 式 ， 可 得 状态 空间 表达 式 如 下 : 














图 1-18 例 1-10 系统 状态 变量 图 





第 六 节 ”由 状态 空间 描述 转换 成 传递 浮 数 描述 


前 面 讨 论 过 由 系统 传递 函数 式 转变 为 状态 空间 表达 式 的 问题 ， 本 节 讨 论 由 系统 的 状态 空 
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间 表 达 式 转变 为 传递 函数 的 问题 。 
一 、 单 输入 - 单 输出 系统 
设 nn 阶 单 输 入 - 单 输出 系统 的 状态 空间 描述 为 
xX =Ax+bu 
| +du 
式 中 , x 为 n 维 状态 ( 列 ) 向 量 ; u, y 为 输入 和 输出 标量 ; 4 为 nxn 维系 统 矩 阵 ; 5 为 n 
维 输入 ( 列 ) 向 量 ; e 为 n 维 输出 ( 行 ) 向 量 ; 4 为 直接 传输 系数 。 
在 零 初始 条 件 下 ， 对 上 式 进行 拉 普 拉 斯 变换 可 得 


(1-111) 






































sX(s) =AX(s) +bU(;s) (1-112) 

人 =cX(s) +dU(s) (1-113) 
式 (1-112) 做 移 项 、 合 并 和 整理 后 ， 可 得 状态 变量 的 拉 普 拉 斯 变换 式 

X(s)=(sT-A) bpbU(s) (1-114) 


式 中 ， I 是 nxn 维 的 单位 矩阵 。 
式 (1-114) 代入 式 (1-113) ， 可 得 输出 量 的 拉 普 拉 斯 变换 式 

















Y(s) =c(sT-4) 02U(0s) +dUl(s) (1-115 ) 
根据 传递 函数 的 定义 ， 由 式 (1-115) 可 得 系统 的 传递 函数 
_Y(s) = -1 
W(s) = es) =c(sI-A) br+d 
_ .adj(sT -A) 
A b+d (1-116) 


若 直 接 传 输 系 数 d 为 零 ， 则 传递 函数 为 


W(s) = = 
式 中 ，(s -4) 为 特征 和 矩阵; (7 -A) 一 为 特征 矩阵 的 道 阵 ; adj (sT -4) 为 特征 矩阵 的 伴 
随和 矩阵 ; |sT -4 | 也 可 写成 det (sT -A4)， 为 特征 矩阵 的 行列 式 ， 又 称 为 系统 矩阵 A 的 特征 
多 项 式 。 
例 1-11 某 系统 的 状态 空间 表达 式 为 
xX =Ax+Dbu 
ee 


. 0 1 0] ,fl 
2 4=| -， 中 -| 中。 -| 


求 系统 的 传递 函数 。 


ee ofo lf -1 
解 移 求 V -4 | [2 3 | 
(G1 A) Sa | 


ss +3)+1 = 喜 
所 以 系统 传递 函数 为 


W(s) = i i 





(1-117) 
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s+3 1 
=(1 0) i s(s+3)+1 间 





s(s+3)+1 s(s+3)+1 
1 
Ts(s +3) +1 
1 
5 +3s+1 
二 、 多 输入 - 多 输出 系统 
多 输入 -多 输出 系统 的 状态 空间 表达 式 的 形式 与 单 输入 - 单 输出 系统 的 形式 相同 


人 =AX+BU 
Y=CX+DU 
只 是 表达 式 中 的 B、C 和 D 都 是 矩阵 ， 在 单 输入 - 单 输出 系统 中 ， 它 们 都 是 向 量 。 
由 状态 空间 表达 式 转 换 成 传递 函数 的 方法 和 过 程 ， 都 和 单 输入 - 单 输出 系统 的 一 样 ， 也 
是 先 对 式 (1-118) 取 拉 普 拉 斯 变换 、 移 项 、 代 入 及 整理 ， 公 式 的 形式 也 相同 ， 即 
W(s) = =C(sIT-A)-'B+D (1-119) 
由 于 4、B、C 和 万 都 是 矩阵 ， 因 此, 式 (1-119) 中 的 W(s) 也 是 和 矩阵。 例如， 一 个 n 阶 系 
统 ， 若 有 个 输入 量 , mm 个 输出 量 ， 则 W(s) 是 两 个 向 量 的 比 ， 其 一 般 的 形式 为 
wu(s) woa(s) 2 wi(s) 
wo (8) WwW (3 人 2W02r (3 ) 





(1-118) 

















W(s) = 


Wa(s) Wal(s) 7 wr(s) 
对 于 多 输入 -多 输出 系统 ， 称 W(s ) 为 传递 函数 和 矩阵。 它 的 元 素 wj(s), i=1, 2， 
m, j=1，2,…, r， 通 常 都 是 ;的 有 理 分 式 ， 表 示 系 统 的 第 j 个 输入 量 对 第 i 个 输出 量 的 拉 
普 拉 斯 变换 的 比 。 
例 1-12 已 知 一 多 输入 -多 输出 系统 的 状态 空间 描述 




















0 
Y=CX 
0 0 1 0 
、 1 -1 0 
式 中 | 0 1 | | c=b | 
-6 -ll -6 0 2 
求 其 传递 矩阵 。 


解 ”由 传递 函数 公式 (1-119) ， 并 代入 4、B、C 和 DD 的 值 ， 其 中 D=0,， 有 
W(s) =C(CT-4) 有 


s -1 0 0 
1 -1 0 
= 0 4 =1 9 =1 
2 1 三 1 
6 1 s+6 0 2 


根据 矩阵 求 逆 公 式 
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4s-!1_adj(sT-A) 
ry ~ det(sT-A) 
s -1 0 5 +6s+11 s+6 1 
、 1 
求 出 0 = 一 -6 6 
二 +692 +1ls+6 WD 
6 11 s+6 -6s -1ls-6 8 





于 是 ， 传 递 函 数 和 矩阵 为 
W(s) =C(sT-A)-'B 


ee | s+6s+ll] s+6 1\/1 0 
= 一 一 一 一 -6 s(s+6) s|2 -1 

2 1 -1)s’ +6s: +1lls+6 
-6s -lls-6 s /0 2 


1 —s” -4s +29 s +3s—4 
s+6s +1lls+6 名 +56s+52 -39 -17s | 
二 节 曾 指出 ， 对 一 个 系统 或 环节 而 言 ， 由 于 状态 变量 的 选取 不 同 ， 因 此 ， 它 的 状态 空间 表 
达 式 也 是 不 同 的 ， 但 要 注意 ， 系 统 的 传递 函数 或 传递 函数 矩阵 却 是 相同 的 ， 下 面 以 例题 说 明 。 
例 1-13 图 1-3 所 示 的 RLC 电路 中 ,输入 量 为 w， 输 出 量 为 电容 电压 u。。 由 例 1-1， 当 
选择 电流 i 和 电容 电压 we 为 状态 变量 (x =i,，xs =wuc) 时 ， 其 状态 空间 表达 式 为 











et 
y=cx 
本 
YX1 L L 
式 中 了 ; 4= ;b= L ;c=(0 1) 
bn 1 0 0 


当选 取 电 流 i 和 电流 的 积分 为 状态 变量 (=i, x。= [idt ) 时 ， 其 状态 空间 表达 式 为 


| 
y=cx 
x EE _l 1 i 
式 中 = 4- L LCl,p=|L :eco | 
Wo C 
1 0 0 


试 证 明 ， 两 种 不 同 状态 变量 下 的 电路 传递 函数 是 相同 的 。 
解 (1) 当选 取 电 流 i 和 电容 电压 we 为 状态 变量 时 ， 电 路 的 传递 函数 。 


先 求 


el 
L 
RE lly/ 1l 1 
0 L L L cc 
(1-4) = | | -| ， “| -4 =、 
2 = NS 
c 0 一 区 $ 5 +7s+tIic 
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由 式 (1-117) ， 系 统 传递 函数 为 


8 i 





1 ，|71 
i = = 二 证 而 Dd 





c(s) 2 Sn 
5 Pe 0 
1 
LIC 1 
» , R 1 LC +RCs+l 
$6 


(2) 当选 取 电 流 i 和 电流 的 积分 为 状态 变量 时 ， 电 路 的 传递 函数 。 


1 
Ss -Lc 
s 0 本 要 人 4 | 4 
先 求 (1-4) =| ]- L LC|- L LCl,(s-A)- =~、  ——/ 
0 Ss 2 R 1 
1 0 
由 式 (1-117) 知 ， 系 统 传递 函数 为 





w(s) = uls) =c(sT-A)-'b - 





uc(s R 
(s) a pp 
1 
图 LC 四 1 
说 + LCs +RCs+1 
可 见 ， 选 取 不 同 的 两 组 状态 变量 ， 得 到 两 种 不 同 的 状态 空间 表达 式 , 但 电路 的 传递 函数 
却 是 完全 相同 的 。 
三 、 组 合 系统 








组 合 系统 是 指 由 若干 个 子 系统 分 别 按 串 联 、 并 联 或 反馈 连接 而 成 的 系统 。 为 了 讨论 方 
便 ， 下 面 仅 讨论 由 两 个 子 系统 主要 按 串 联 、 并 联 组 成 的 组 合 系统 。 

1. 串联 连接 

两 个 子 系统 串联 连接 ， 如 图 1-19 所 示 。 


图 1-19 两 个 子 系统 串联 连接 





设 子 系统 一 的 状态 空间 表达 式 和 传递 聘 数 分 别 为 


Cr ee _y1(s) (1-120) 
9 1 Ee 到 


=cixXi +diu ui(s) 


子 系统 二 的 状态 空间 表达 式 和 传递 函数 分 别 为 
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X ,= A,x, +b,u, y,(s) 

es We Wy 

设 组 合 系统 的 输入 量 为 w， 输 出 量 为 y。 由 图 1-19 可 知 ， 第 一 个 子 系统 的 输入 量 为 组 合 

系统 的 输入 量 , =w ; 第 一 个 子 系统 的 输出 量 是 第 二 个 子 系统 的 输入 量 ，” =w; 第 二 个 

子 系统 的 输出 量 ， 作 为 组 合 系统 的 输出 量 ，y =y,。 上 述 关 系 分 别 代 入 两 个 子 系统 的 状态 空 
间 表 达 式 中 ， 有 


TX, =Ax +bu, =Ax, 十 DLL 
| 1 1X1 1U1 1X1 1 (1-122) 
yi =ciXi +di =ciXi +diu 
Xx, =A,x, +bu, =A,x, +b,y, =A,x, +bcx, +Dd ZL 
| 2 2%2 2U2 2%2 2)1 2%2 2C1X1 241 (1-123) 
y=y, =c%y +dyu, =c%y +dscixt +dsdiu 


组 合 系统 的 状态 空间 表达 式 ， 写 成 矩阵 方程 为 


x 1 A : 0 Xl bi 
Ry) bo :hry) bd (1-124) 


ee ee | 
因为 
Hoonolnonotaon on EY 

式 (1-125) 表明 ， 当 两 个 子 系统 相 串 联 时 ， 组 合 系统 的 总 传递 函数 是 两 个 子 系统 传递 
函数 的 乘积 。 这 一 结论 也 可 推广 到 nn 个子 系统 相 串 联 ， 即 个子 系统 相 串 联 后 的 总 传递 函数 
为 n 个 子 系统 的 传递 函数 之 乘积 。 

2. 并 联 连 接 

两 个 子 系统 并 联 连接 ， 如 图 1-20 所 示 。 

设 组 合 系统 的 输入 量 为 uw， 输 出 量 为 y。 由 
图 1-20 可 知 ， 组 合 系统 的 输入 量 与 第 一 个 和 第 
二 个 子 系统 的 输入 量 是 相同 的 ， 即 w = wu = ws; 
组 合 系统 的 输出 量 是 两 个 子 系统 的 输出 量 之 和 ， 
即 y=y, +y,。 上 述 关 系 分 别 代 入 两 个 子 系统 的 图 1-20 ”两 个 子 系统 并 联 连 接 
状态 空间 表达 式 中 ， 并 做 一 定 处 理 后 容易 得 到 组 
合 系统 的 状态 空间 表达 式 




















14 : Ow fo 

| | EN ee 

0 : 4， - - 0) 
y=(o : Gx : wo) T+(d,+d,)u 


由 式 1-119， 组 合 系统 的 传递 函数 (矩阵) 容易 求 得 
w(s) =c(sI-A) b+d 
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sT-A, 0 Yio 
= (ci | | py + (di +d,)u 
=c(sT—-Ai) b+d, +e(sT-A,) 'b, +d, 
=wi(s) +w,(s) (1=:127) 





式 (1-127) 表明 ， 当 两 个 子 系统 相 并 联 时 ,组合 系统 的 总 传递 函数 是 两 个 子 系统 传递 
函数 之 和 。 这 一 结论 也 可 推广 到 n 个 子 系统 相 并 联 ， 即 n 个 子 系统 相 并 联 后 的 总 传递 函数 为 
n 个 子 系统 传递 函数 之 和 。 


第 七 节 ”离散 控制 系统 的 状态 空间 描述 


在 经 典 控制 理论 中 ， 离 散 控制 系统 的 数学 模型 是 Z 域 的 差分 方程 和 脉冲 传递 函数 。 本 
节 介 绍 和 讨论 由 差分 方程 和 (或) 脉冲 传递 函数 转换 成 状态 空间 描述 的 方法 。 
一 、 离 散 控制 系统 Z 域 的 数学 描述 
n 阶 离散 定常 系统 差分 方程 的 一 般 表 达 式 为 
y(k+n) ta,_y(k+no-1) + +ay(k+1) +aoy(k) 
=bu(k+n) + iu(k+tno-1) + +bu(k+1) +bou(k) (1-128) 
式 中 ,k=0，1，2，,…， 表 示 系 统 运 行 过 程 中 的 第 个 采样 时 刻 ; y( 有 ) 为 第 个 采样 时 刻 系 
统 的 输出 量 ; wu(%) 为 第 个 采样 时 刻 的 输入 量 ; a;， 5b，(i=0, 1，2，…, nn 一 1) 是 与 系统 
参数 有 关 的 系数 。 
当初 始 条 件 为 零 时 ， 对 式 (1-128) 两 边 取 Z 变换 ， 容 易 求 出 输出 量 的 Z 变换 式 与 输入 
量 的 2 变换 式 的 比 ， 即 该 系统 的 脉冲 传递 函数 





y(z) bz" +D 2 + +biz+bo 





(1-129) 


w(z) = = 
和 u(z) z+a,2 + +alz+ao 


二 、 离 散 控制 系统 的 状态 空间 描述 

离散 系统 的 差分 方程 或 脉冲 传递 函数 转换 成 状态 空间 描述 的 方法 和 过 程 与 连续 系统 的 微 
分 方程 或 传递 函数 转换 成 状态 空间 描述 的 方法 和 过 程 是 完全 雷同 的 。 下 面 只 介绍 和 讨论 由 肪 
冲 传 递 函数 转换 成 状态 空间 表达 式 的 方法 和 过 程 。 

设 n 阶 线性 离散 定常 系统 的 脉冲 传递 函数 如 式 (1-129) 所 示 。 它 不 是 一 个 严格 的 有 理 
分 式 。 仿照 第 四 节 的 传递 函数 具有 无 理 分 式 形式 ， 即 传递 水 数 的 分 子 和 分 母 多 项 式 的 最 高 次 
方 数 相同 的 情况 ， 去 求 取 式 (1-129) 相应 的 状态 空间 描述 ,为 此 ， 先 用 长 除法 化 式 
(1-129) 为 








y(z) bz" +0, .12 + +biz+bo 





w(z) - n n=1 
u(z) 2 +a,_12 + "+alZ+ao 
Biz + +B1iz +pBo 
tas + talz+ao 
式 中 ,6b, 是 商 ， 是 分 子 项 最 高 次 的 系数 值 ， 而 第 一 项 为 余 式 
Bis” +B, a5" +*%* +Biz+Bo yi(z) 
2 ta 2 + +alzZ+ao ui(z) 


式 (1-131) 是 z 的 有 理 分 式 ， 式 中 的 系数 B 为 





+D =w(z) 十 D (1-130 ) 











(1-131) 


wi(z) = 
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Bo = 200 一 000， 
Ph -0 “eb, (1-132) 
| =b,_1 -a,_10, 
同样 ， 在 式 (1-131) 中 引入 一 个 中 间 变 量 后 经 过 第 四 节 式 (1-63) 相似 的 处 理 ， 可 求 
得 式 (1-130) 的 状态 空间 描述 . 








状态 方程 
xi(k+1) =x,(k) 
x (k+l1) =xs(k) 
: (1-133) 
Xai(k+1) =%,(k) 
x (k+l1)= -a, x, (hk) -a osx, (kk) aorxi(k) t+u(k) 
输出 方程 
y(k) =B, x (hk) +B yx, (hk) + +Bixs (hk) +Boxi CE) + hulk) (1-134) 
用 矩阵 方程 表示 为 
xi(k+1) 0 1 0 0 x1(k) 0 
ws(k+1) 0 0 0 x (k) 0 
: | : E : : +| : lju(k) 
x i(k+1) 0 0 0 |... 1 x, 1(k) 0 ee 
x,(k+1) -0 To -4 TQ/ x (Fk) 1 
y(k)=(B, B 1 Bi)x(k) +b,u(k) 
简写 为 
x(k+1) =Ax(k) +bu(k) a 
y(k) =cx(k) +dulk) 
其 中 
xi(k+1) | 6 
et : ; b= 
: 0 0 0 1 0 
x (K+1) ao -a -a, 一 Qi1 1 


c=(pB, Bi 机 B,_1); d=0, 


与 连续 系统 类 似 ， 式 中 ,x(k) 为 n x1 维 向 量 ， 称 为 系统 的 状态 向 量 ; 4 为 n xn 维和 矩 
阵 ， 称 为 系统 矩阵 ; b 为 n x1 维 向 量 ， 称 为 系统 的 输入 (控制 ) 状态 向 量 ; c 为 1 xz 维 向 
量 ， 称 为 系统 的 输出 向 量 ; d 为 常数 ， 称 为 直接 传输 系数 。 

由 式 (1-135) 可 见 ， 离 散 系统 状态 方程 描述 了 (+1I) 时 刻 的 状态 与 时 刻 的 状态 以 
及 天 时 刻 的 输入 量 之 间 的 关系 ; 离散 系统 输出 方程 描述 了 时 刻 的 输出 量 与 时 刻 的 状态 、 
上 时 刻 的 输入 量 之 间 的 关系 。 


第 一 童 ”控制 系统 的 状态 空间 描述 
例 1-14 离散 系统 的 差分 方程 为 


y(k+3) +2y(k +2) +5y(k+1) +6y(k) = 
2u(k+3) +3u(k+2) +1llu(k+1) +13u(k) 
试 求 出 该 离散 系统 的 一 个 状态 空间 描述 。 
解 ”由 差分 方程 写 出 相应 的 脉冲 传递 函数 : 
) = + 3z 二 —z +z+1 


+2z +5z+6 2 +2z +5z+6 


由 式 (1-136) 和 式 (1-131) 或 式 (1-132)， 直 接 写 出 它 的 一 个 状态 空间 描述 为 


0 1 0 0 
Week 0 1 ee 
-6 -5 2 1 


yk) = 1 x(k) +2u(k) 
若 系 统 的 脉冲 传递 函数 式 以 极点 形式 表示 时 ， 其 对 应 的 状态 空间 描述 式 的 转换 方法 也 和 
连续 系统 的 方法 完全 雷同 。 由 于 工程 系统 中 ， 脉 冲 传 递 函数 大 多 数 是 有 理 分 式 的 ， 下 面 只 
虑 有 理 分 式 且 分 子 分 母 无 因子 相 消 的 情况 。 
设 n 阶 系统 的 脉冲 传递 函数 为 





u(k) 





De j= bz™ +b, 2 + +biz+bo 











u(z) z+a,1z i py (1-137) 
当 脉 冲 传递 函数 为 相 异 极点 时 ， 先 用 部 分 分 式 法 展开 
_YCz2) _ Cl C2 . C， 
We u(z) z+ i FE (1-138) 


式 中 ，-z ，- 二 ，…，-z 为 相 异 极点 。 
ci(i=1, 2, …, n) 为 留 数 ， 按 下 式 计算 . 
Ci = Hmw(s)(z +2;) (1-139) 
离散 系统 式 (1-137) 的 一 种 状态 空 间 表 达 式 表示 为 
x(k+1) =Ax(k) +hbulk) 





1-140 
y(k) =cx(k) . 
1 
1 
EE :ls Dal Ceo GG a cs) 
0 0 -2z 1 0 1 
0 0 1 
人 个 重 极点 〈 -2 ) 时 ， 先 用 部 分 分 式 法 展开 
证 _y(2) C11 C12 ee Cln 
(z) ey i Se (1-141) 
式 中 ， cl; (i=1, ,1n) C0 按 下 式 计 算 : 
Cn (1-142) 


ST a dz 
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离散 系统 式 (1-137) 的 一 种 状态 空间 表达 式 ， 用 和 矩阵 方程 式 表示 为 





xi(k+1) —Z1 1 0 … 0 xi(k) 0 
x,(k+1) 0 -21 1 … 0 x,(k) 0 
A=| : 3 : +| : lu(k) (1-143) 
x,1(k+1) 0 0 0 -2a 1 x,_1(k) 0 
x,(k+1) 0 0 0 2B -za 八 x,(k) 1 
yh) =(c co cm)x(k) 





当 系 统 具 有 相 异 极点 义 有 重 极 点 时 ， 把 上 面 两 种 情况 综合 起 来 ,仿照 连续 系统 的 公式 很 
容易 写 出 其 对 应 的 状态 空间 表达 式 。 

三 、 由 状态 空间 表达 式 求 脉冲 传递 函数 

由 上 面 内 容 可 知 ，n 阶 离散 系统 的 状态 空间 通用 的 表达 形式 








x(k+1) =Ax( 有 ) +bu(k) 状态 方程 
| y(k) =ex(k) +du(k) ”输出 方程 Ce 
对 式 (1-144) 两 边 取 初 始 状态 为 零 的 2 变换 
| =Ax(z) +bu(z) (1-145) 
y(z) =cx(z) +du(z) 
对 式 (1-145) 的 第 一 个 方程 移 项 、 合 并 ， 有 
x(z) =(zT-A)™'bulz) (1-146) 
式 (1-146) 代入 式 (1-145) 的 第 二 个 方程 ， 可 得 输出 量 y 的 Z 变换 式 
y(z) =cx(z) +du(z) =(c(zI -A) "b+d)u(z) =w(z)u(z) (1-147) 
根据 脉冲 传递 函数 的 定义 ， 由 式 (1-147) 可 得 脉冲 传递 函数 为 
w(z) =c(zT-A)'b+d (1-148) 
式 中 , 4 是 nxn 维 算 阵 ; IT 是 nxn 单位 阵 ; c、b 均 为 n 维 癌 量 ,，d 为 标量 。 
若 系统 不 存在 直接 传输 ， 则 d =0， 脉 冲 传递 函数 为 
二 = 区 全 =e(7-4) (1-149) 
若是 多 输入 - 多 输出 系统 ， 脉 冲 传递 函数 矩阵 为 
a i 
WI =C(zIT-A) B+D (1-150) 
式 中 ,， A4、B、C 和 万 均 为 矩阵 。 
习 是 











1-1 求 图 121 所 示 电 路 网 络 的 状态 空间 表达 式 ， 并 夯 出 状态 变量 图 。 

1-2 ”图 1-22 所 示 为 减 振 系统 ， 质 量 为 m 的 物体 ， 受 到 (1) 的 作用 力 下 产生 y(1) 的 位 移 。 求 状态 空间 
表达 式 ， 并 面 出 状态 变量 图 。 

1-3” 设 系统 微分 方程 为 




















第 一 合 ”控制 系统 的 状态 空间 描述 











到 1-21 题 1-1 电路 网 络 









































(1) y +8Y +7y +6y=5u Er 
(2) 7y +7 7 +3y=u +2u 
式 中 , 和 y 分别 为 系统 输入 和 输出 量 。 试 列 写 其 状态 空间 表达 式 ， 并 面 出 状 3x 
1-4 已 知 系 统 传递 函数 为 
3s+l 四 7) 
(1) C(s) +5s +45+2 b | 
_ 4s+8 
(2) G(s) = iss So TD 
5 图 1-22 题 12 减 振 系统 





3 (sr1)(s +2)(s+1) 
试 求 动态 方程 式 ， 并 画 出 状态 变量 图 。 
1-5 已 知 系统 结构 图 如 图 1-23 所 示 ， 试 求 动态 方程 ， 并 画 出 状态 变量 图 。 























图 1-23 题 1-5 系统 结构 图 


0 1 0 0 
i X =| -2 -3 0lx+t|lllu 、 、、 
1-6 已 知 系统 动态 方程 为 攻 和 | , 试 求 传 递 函数 G(s)。 


y=(0 0 1)x 
1-7 已 知 离散 系统 的 运动 方程 为 
y(k+3) +3y(k+2) +2y(k +1) +y(k) =u(k+2) +2u(k +1) tu(k) 
试 求 状态 空间 表达 式 。 
1-8 已 知 离散 系统 的 脉冲 传递 函数 为 


w(z) = 





(z-1)2(z+2) 


试 写 出 系统 状态 空间 表达 式 。 








第 (前 
线性 系统 的 状态 空间 响应 分 析 








系统 分 析 ， 包含“ 定量 分 析 ” “定性 分 析 ” 两 个 方面 。 定 量 分 析 主 要 是 对 系统 的 运 
de ee 定性 分 析 则 着 重 对 决定 系统 的 一 些 重要 特性 ， 例 如 系 
统 的 稳定 性 、 能 探 能 观 性 等 进行 4 分 析 和 研究 。 本 章 涉及 系统 的 定量 分 析 ， 定 性 分 析 则 分 别 在 
第 三 章 和 第 四 章 进行 讨论 。 

系统 的 状态 空间 响应 分 析 ， 就 是 在 已 知 系统 的 状态 空间 描述 基础 上 ， 定 量 地 分 析 和 研究 
a ea 第 一 ee 
包含 “状态 分 程 ” 和 “输出 方程 ”， 所 以 ， 状 态 空 间 响 应 分 析 ， 从 数学 角度 看 就 是 对 这 两 个 
es 


第 一 节 ”线性 定常 连续 系统 状态 空间 响应 分 析 


单 输入 - 单 输出 线性 定常 连续 系统 ， 状 态 空 间 描述 的 一 般 形式 为 








rr =Ax +bu 状态 方程 ee 


了 = cx 输出 方程 
式 中 , x 为 nx1l 维 状 态 向 量 ; 4 为 慰 xz 维 系统 矩阵 ; b 为 n x1l 维 输入 (控制 ) 向 量 ; e 为 
1 xn 维 输出 向 量 。 
从 式 (2-1) 可 知 ， 求 系统 的 输出 响应 ， 要 先 求 出 状态 响应 。 即 要 先 对 状态 方程 进行 求解 ， 
求 出 状态 x 的 解 后 ， 代 入 输出 方程 中 便 可 和 时 到 系统 输出 响应 。 由 于 输出 向 量 c 是 已 知 的 ， 求 出 状 
坟 提 具 要 过 向 和 法， 就 窜 史 得 入 给 册 了， 所以 主要 涉及 求解 态 太 和 的 站 是 
、 状 态 方程 的 求解 
状态 方程 ， 是 描述 系统 状态 运动 过 程 的 一 阶 微分 方程 组 。 状 态 方程 的 解 ， 本 质 上 是 反映 
系统 在 初始 状态 值 x(0) 和 外 输入 的 共同 作用 下 ， 系 统 状态 响应 的 过 程 及 其 基本 特性 。 其 
中 ， 由 初始 状态 值 x(0) 引 起 的 状态 响应 ， 常 称 为 系统 的 自由 运动 ; 由 外 输入 w 引起 的 状态 
响应 ， 和 营 称 为 系统 的 强迫 运动 。 系 统 的 自由 运动 ， 相 对 应 的 是 齐 次 状态 方程 的 解 。 下 面 先 讨 
论 齐 次 状态 方程 的 求解 问题 。 
1. 齐 次 状态 方程 的 求解 
齐 次 状态 方程 ， 也 常 称 为 系统 的 自治 方程 ， 是 在 式 (2-1) 的 状态 方程 中 ， 当 输入 作用 
w=0 时 的 状态 方程 ， 即 














x =Ax (2-2 ) 
求解 式 (2-2) 常用 两 种 方法 ， 即 矩阵 指数 法 和 拉 普 拉 斯 变换 法 ， 分 述 如 下 。 














第 二 章 ”线性 系统 的 状态 空间 响应 分 析 
方法 一 。 算 阵 指数 法 


结论 ” 设 初始 时 刻 从 上 = 0 开始 ， 状 态 初始 值 x(?) 为 x(0)， 则 式 (2-2) 的 唯一 确定 











x(ti) =ec%x(0) t 宇 0 (2-3) 
证 明 设 式 (2-2) 的 解 x(t) 具 有 +t 的 向 量 窜 级 数 形式 ， 即 
x(t) =bo + +b + tht + (2-4) 
式 (2-4) 中 ，x(1t) ，6b6，b1，…，b;，… 均 为 n 维 向 量 。 两 边 对 1 求 导数 ， 有 
x(t) =0b, +2bt + + hot + (2-5) 
将 式 (2-4) 和 式 (2-5) 代入 式 (2-2) 等 式 两 边 ， 得 
bi +2bDt + + hot + =ACDbo tot+bt + + bt + ) (2-6) 
令 式 (2-6) 等 式 两 边 ; 的 同 次 窜 项 的 系数 相等 ， 有 
1 1 ， 1 1 人 
b=Abo; bs = 3 Ab = bi = Ab =E14 boo, (2-7) 
将 +=0 代入 式 (2-4) ， 可 得 
x(0) =bo (2-8) 
将 式 (2-7)、 式 (2-8) 代入 式 (2-4) ， 可 得 齐 次 状态 方程 的 解 
x(t) = C++ 二 4 + tA + ee) (0) (2-9) 


式 (2-9) 等 式 右边 括号 内 的 展开 式 是 n xn 维和 矩阵 。 由 于 其 展开 式 从 形式 上 类 似 于 纯 量 
引 数 e” 的 无 穷 级 数 ， 故 又 称 它 为 矩阵 指数 ， 并 记 为 
1 2 1 EE} kk At 
TA t Pa i 于 Pe 1 十 … =e 
这 样 ， 用 矩阵 指数 表示 齐 次 状态 方程 的 解 时 ， 写 成 为 
x(t) =e*x(0) 





证 毕 。 
若 初始 时 刻 1 对 0， 则 x(1) =e "x(t,) (2-10) 


例 2-1 已 知 齐 次 状态 方程 


0 1 
5-| 0 
系统 的 初始 状态 值 为 * (0) ， 求 状态 响应 。 
解 ” 先 求 e” 
1 1 


At 2 
e Ba Wy + 


| | [? 罗 中 本 于" | 
= 十 生计 | 太 十 四 
0 直人 八 =2 =3 引 ”2 人 =s2 -a3 3 人 狼 三 和” =3 


7 
1 -p+ + tt + + 
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所 以 
1 -tf +f +, tt + + 
x(t) =e"x(0) = ，. x(0) 
-21+37 一 本 二 Ls 
方法 二 ” 拉 普 拉 斯 变换 法 
结论 ” 设 初始 时 刻 从 :=0 开始 ， 状 态 初始 值 x() 为 x(0)， 则 式 (2-2) 的 唯一 解 为 
x(t) =L [GZT-4) 一 ]x(0) t 宇 0 (2-11) 
证 明 对 式 (2-2) 等 式 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 
sX(s) ~- X(0) =AX(;s) 





























整理 上 式 

(sT-A)X(s) =X(0) 
耕 (sT -A)” 逆 阵 存 在 ， 则 有 

X(s) =(sT-A) xX(0) 











对 上 式 进 行 拉 普 拉 斯 反 变 换 





x(t) =L™'[(sT-A)™']x(0) 
证 毕 。 
例 2-2 已 知 系统 的 初始 状态 值 为 x(0) ， 求 齐 次 状态 方程 


的 解 。 
解 先 求 (学 -4) 





再 求 (sT -4) 一 


1 
(s1 A) pe 0 ll s+1 9 
si— i = 
0 s—1] 0 1 
s—1 


对 上 式 进行 拉 普 拉 斯 反 变 换 并 代入 式 (2-11) ， 齐 次 状态 方程 的 解 为 


e' 0 
= jo 
对 比 两 种 方法 的 状态 解 x(t)， 式 (2-3) 中 含 和 矩阵 指数 e* 项 ， 式 (2-11) 中 含 和 矩阵 上 7 
((sT-A)”) 项 。 对 于 同一 系统 在 相同 的 初始 条 件 下 ， 其 解 是 相同 的 ， 于 是 必 有 

er =L !'((sT-A)-!) (2:12) 

式 (2-12) 也 可 从 矩阵 理论 得 到 证 明 ， 这 里 从 略 。 
式 (2-3) 和 式 (2-11) 的 物理 上 的 含义 是 ， 和 矩阵 指数 o 和 和 矩阵 二 2(( -4) 1!) 一 样 ， 
都 是 用 来 描述 系统 的 状态 向 量 x(1) 由 t=0 时 刻 向 任 一 时 刻 1 做 状态 转移 的 和 矩阵， 换言之 ， 
系统 在 任意 t+ 时 刻 的 状态 x(t) ， 可 看 成 是 初始 状态 x(0) 经 e" 或 L"'((sT -A)” ) 变 换 及 转移 
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的 结果 ， 故 又 称 它们 为 状态 转移 矩阵 。 由 于 状态 转移 矩阵 中 每 个 元 都 是 时 间 守 的 函数 ， 
此 ， 常 用 符号 B(1) 表 示 ， 即 
BD(1) =e =L"'((sT-A)-') (2-13) 
于 是 ， 当 齐 次 状态 方程 解 的 表达 式 用 状态 转移 矩阵 表示 时 ， 为 
t=0 时 xD)=G(CD)x(0) 
tz#0 时 x(t) =D(t -to)x(t) 
可 见 ， 系 统 的 自由 运动 除了 初始 状态 值 外 ， 完 全 由 状态 转移 矩阵 唯一 决定 ， 因 此 ， 它 包 
含 了 系统 自由 运动 的 全 部 信息 。 
由 于 线性 定常 系统 的 分 析 结 果 和 初始 时 间 的 选取 无 关 ， 不 失 一 般 性 ， 以 后 的 讨论 均 认为 
初始 时 刻 从 : =0 开始 。 
2. 非 齐 次 状态 方程 的 求解 
非 齐 次 状态 方程 ， 是 同时 考虑 初始 状态 x(0) 和 外 输入 共同 作用 下 状态 运动 的 表达 式 ， 
也 就 是 式 (2-1) 中 的 状态 方程 式 ， 即 
X=Ax+bu 
求解 也 有 两 种 主要 方法 :一 是 普通 方法 ;二 是 拉 普 拉 斯 变换 方法 。 
方法 一 ”普通 方法 
结论 。 设 系统 初始 时 刻 t+=0 ,状态 初 值 为 x(0) , 则 状态 方程 的 唯一 确定 解 为 
a 0 + | epu(r)dr 站 (2-14) 


证 明 将 非 齐 次 状态 方程 式 改写 为 
X(t) -Ax(t) =bu(t) 























上 和 式 等 号 两 边 左 乘 e 
es[x(t) -Ax(t) |] =e “bult) 
并 写成 | 
Tl (0)] =e “pbu(t) 
两 边 积 
| [ea(t) ] 二 ebu(r)dr 
即 有 


ex(t) -xz(0) = [ebpu(7)dr 
将 x(0) 移 至 等 号 右边 ， 并 在 等 号 两 边 左 乘 e" ， 有 
(1) = ex(0) + [ebulr) dr 
证 毕 。 
方法 二 ” 拉 普 拉 斯 变换 方法 
结论 。 设 系统 初始 时 刻 1=0， 状 态 初 值 为 (0) ， 则 非 齐 次 状态 方程 的 唯一 确定 解 为 
A A (2-15) 
证 明 ”对 非 齐 次 状态 方程 式 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 
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移 项 及 合并 


sX(s) ~-x(0) =Ax(1) +bU(s) 


(sT-A)X(s) =x(0) +bU(s) 
知 (sT -A)” 逆 阵 存 在 ， 则 有 
X(s) =(sT-A) x(0) +(sT-A)-'bU(s) 
对 上 式 两 边 取 拉 普 拉 斯 反 变 换 
x(t) =L° [(sT-A)™ Jx(0) +L  [(sT-A) 'bU(s)] 














证 毕 。 
若 解 用 状态 转移 矩阵 表示 ， 式 (2-14) 和 式 (2-15) 统一 表示 为 
x(1) = (0)x(0) + [Bi -ja 10 (2-16) 


非 齐 次 状态 方程 解 表明 : 其 解 由 两 部 分 组 成 : 一 部 分 是 齐 次 状态 方程 的 解 ， 由 初始 状态 
引起 的 ， 常 称 它 为 系统 状态 的 自由 运动 或 称 为 零 输入 响应 ， 它 只 与 初始 状态 和 系统 本 身 的 结 
构 有 关 ; 男 一 部 分 则 与 输入 作用 和 结构 特性 有 关 ， 常 称 它 为 系统 的 强迫 运动 。 

状态 方程 解 的 物理 上 含义 是 ， 第 一 项 是 初始 状态 的 转移 项 ， 第 二 项 是 控制 输入 作用 下 的 
受 控 项 。 表 明了 只 要 有 受 控 项 的 存在 ， 就 有 可 能 通过 选取 合适 的 控制 使 系统 状态 的 运动 轨迹 
满足 期 望 的 要 求 ， 从 而 为 改善 系统 的 动态 性 能 提供 了 可 能 性 。 

例 2-3 线性 定常 系统 的 齐 次 状态 方程 为 


-2 eb 0 
le sa oo 
求 单位 阶 茎 输入 作用 下 的 状态 响应 。 

解 ” 用 拉 普 拉 斯 变换 方法 求解 


s 0 0 1 S 一 1 
S1 -4= 四 三 
0 | | | [ | 





























S+3 1 
汪汪 1 s+3 1 (s+1)(s+2) (s+1)(s+2) 
0 | _2 . 
(s+1)(s+2) (s+1)(s+2) 
拉 普 拉 斯 反 变 换 











L-!'(sT-A) -| 


三 全 Be 
-2e-+2e ~-e- | 
因此 ， 系 统 对 单位 阶 路 输入 的 状态 响应 为 

x(t) =L° ((sT-A) )x(0) +L  ((sT -A) bU(s)) 


2e'-eY ee XI(0) 
-2e7+2e2 -e+2e72 x, (0) 


和 pe _ PA en) i e207) 0 
A get | | Cr 
0 -2e-4-m + 2e-20r -0 +2e20j 1 


第 二 音 ”线性 系统 的 状态 空间 响应 分 析 


De ee 人 xi(0) 了 | 有 e+ Fe 
-2e'+2e”* ~e'+2e™ x, (0) _， 本 
e ”一 ee 


若 初始 状态 为 零 ，*(0) =0， 则 单位 阶 路 输入 下 的 状态 响应 ， 即 系统 的 强迫 运动 为 


昌 —e "+ el 
x(t) = | 2 2 
二 、 系 统 输出 方程 的 求解 
求 出 状态 解 x(1) 后 ， 代 入 输出 方程 
y(t) = cx(1) 
由 于 是 已 知 的 ， 只 要 做 简单 的 向 量 乘法 的 运算 ， 就 容易 求 得 系统 输出 y(t) 的 响应 。 
例 2-4 线性 定常 系统 的 状态 空间 表达 式 为 


四 [人 
y( = (1 "(| 


试 求 系统 在 初始 状态 为 零 时 ， 单 位 阶 路 输入 下 系统 的 输出 响应 。 
解 由 例 2-3 的 计算 可 知 ， 系 统 在 单位 阶 跃 输 入 下 的 状态 解 为 
人 
二 622 E6426 x,(0) ee 


初始 状态 为 零 时 ， 状 态 解 为 
1 = 十 1 

a(t) = | 2 2 

er 二 


把 状态 解 代 入 输出 方程 ， 输 出 啊 应 为 
Xl 到 1 四 一 上 中: 一 2 
"0 = 0 of- 3 Se 
系统 输出 只 与 系统 状态 x, 有 关 。 可 见 ， 输 出 响应 是 稳定 的 。 
三 、 典 型 输入 信号 作用 下 的 系统 响应 
在 阶 跃 、 斜 波 、 脉 冲 典 型 输入 信号 作用 下 ， 系 统 解 的 公式 如 下 : 














1. 阶 路 响应 
u(t) =hx1(t) ,hh 为 幅 值 ，h =1 为 单位 阶 路 输入 
x(t) = ex(0) + A !'(e* -Dbh (2-17) 
y(t) = cle*x(0) +A!'(e” -71)bh] (2-18) 
2. 斜 波 响应 


u(t) =ht(t) ,hh 为 幅 值 ，h =1 为 单位 斜 波 输入 
x(1t) = ex(0) + [A™(e* -71) -A oh (2-19) 
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y(t) = clesx(0) + [A™?(e*” -71) -A lbh) (2-20) 
3. 脉冲 响应 
u(t) =6(t)， 单 位 脉冲 输入 
x(t) = ex(0) + eb (2-21) 
y(t) = cle*x(0) + e*b] (2-22) 


第 二 节 ”系统 状态 转移 和 矩阵 的 性 质 及 其 计算 


从 第 一 节 可 知 ， 要 获得 线性 定常 系统 状态 空间 方程 的 解 ， 首 先 应 求 出 状态 转移 矩阵 


(1) 。 求 更 (0) 不 仅 在 整个 计算 过 程 中 是 关键 的 一 步 ， 而 且 它 对 系统 的 分 析 研 究 也 起 着 重 
要 的 作用 。 下 面 将 对 状态 转移 矩阵 的 一 些 重要 性 质 及 其 计算 方法 做 必要 的 介绍 和 讨论 。 





一 、 状 态 转移 矩阵 的 基本 性 质 
下 面 不 加 证 明 地 引用 状态 转移 矩阵 的 一 些 性 质 ， 相 关 证 明 可 参阅 《线性 代数 》 的 相关 


内 容 。 


1. 不 变性 
BD(1-1) =B(0)=T 或 e*'? =/ 


这 意味 着 状态 向 量 从 时 刻 : 又 转移 到 时 刻 上 时 ， 状 态 向 量 是 不 变 的 。 


2. 组 合 性 与 分 解 性 
BB(T) =B(1+7) 或 ee = et 


或 表示 为 BD(1-0)B0-( -7))=B i-( -7)]=B(t+7) 
这 意 指 状态 向 量 从 -7 转移 到 0， 又 从 0 转移 到 上 的 组 合 。 


3. 倍 时 性 
[8B(1)]*=B(hi) 或 (e*)*=e™ 
状态 转移 矩阵 的 次 方 ， 等 于 其 时 间 扩 大 上 售 。 
4. 可 逆 性 
TG( 站 1]-=G6(-D 或 《ee 
表示 状态 转移 矩阵 是 非 奇 异性 的 矩阵 ， 且 其 道 意 味 着 时 间 的 道 转 。 也 就 是 说 ， 在 已 知 


x(1) 的 情况 下 可 求 出 小 于 时 刻 1 的 x(4,), to <0。 


5. 可 导 与 交换 性 
GB(1) =4AGB(1) =B(1)4 或 de -he = eA 
状态 转移 矩阵 与 系统 矩阵 具有 交换 律 。 
注 : 当 1=0 时 ,结合 性 质 1， 有 
$B(1) = (0) =AB(0) =4， 可 用 来 判断 某 一 矩阵 是 否 是 状态 转移 矩阵 。 
6. 当 且 仅 当 AB=BA， 有 


At 有 (A+B)t 
ee =e 


AB 关 BA， 有 


At_Bt A+B)t 
Eee 
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表明 只 有 矩阵 4、 妇 可 交换 时 ， 它 们 各 自 的 和 抢 阵 指数 函数 之 积 才 会 与 其 和 的 矩阵 指数 
相等 。 

7. 传递 性 

Bt -i Bt -用 ) =B(t, -td) 或 er Del) = 

状态 转移 具有 传递 性 ，t。 ~ 的 状态 转移 ， 可 分 段 为 由 ~ 段 的 转移 与 ~ 段 的 
转移 。 

二 、 状 态 转移 矩阵 的 计算 

状态 转移 抢 阵 的 计算 方法 有 多 种 ， 下 面 介 绍 几 种 常用 的 方法 : 

方法 一 ”和 矩阵 指数 的 计算 方法 

DB(1) =e* =T+At + 7A + TA +… = 2 A (2-23) 

见 例 2-1。 已 知 系统 矩阵 A4， 用 乘法 和 加 法 可 求 出 e*。 由 于 是 无 穷 级 数 求 和 ， 手 工 计算 较 麻 
烦 。 此 种 算法 简单 ， 编 程 容易 ， 适 合 于 计算 机 进行 数值 计算 。 

方法 二 ” 拉 普 拉 斯 变换 的 计算 方法 




















GB(1) =L-TOT-4) (2-24) 
见 例 2-2。 有 定 值 解 ， 低 阶 系统 手 工 计算 方便 ， 常用。 由 于 涉及 和 矩阵 求 逆 ， 高 阶 系统 的 矩阵 


求 道 困难 。 

方法 三 4 为 标准 型 拭 阵 的 计算 方法 

根据 《线性 代数 》 中 矩阵 理论 ， 当 矩阵 4 具有 如 下 一 些 典 型 形式 时 ， 可 直接 用 相应 公 
式 计算 e"。 

(1) 车 4 为 对 角 线 矩 阵 ， 则 e* 也 是 对 角 线 矩阵 。 








对 角 线 矩 阵 ， 是 对 角 线 元 素 互 不 相同 ， 其 余 元 素 为 0 的 和 矩阵 。 即 当 4 为 
| 0 
九 
二 二 计 (2-25) 
0 1 
则 状态 转移 矩阵 
en 0 
BD(1) = e* = e . (2-26) 
0 eh 


例 2-5 已 知 系统 状态 方程 


-1 0 0 
X=| 0 -2 0 Ix 
0 0 -3 


试 求 系统 的 状态 转移 矩阵 和 状态 解 ， 初 始 条 件 为 *x(0) 。 
解 ”因为 系统 矩阵 为 对 角 线 矩阵 ， 由 式 (2-26) 得 系统 的 状态 转移 矩阵 
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状态 解 


x(1t) =®B(1)x(0) = 





e 0 0 
0 em 0 lx(0) 
3 


0 0 e 


(2) 若 4 为 约 当 型 矩阵 ， 则 e* 是 一 个 右上 三 角形 和 矩阵 。 
约 当 和 矩阵 型 ,是 对 角 线 元 素 相同 ， 对 角 线 上 方 元 素 为 1， 其 余 元 素 为 0 的 矩阵 。 即 当 








A 为 
Al 0 
A 
A= 
1 
0 人 nxn 
则 状态 转移 矩阵 
类 x 了 x 1 ¥ 
e te e 而 一 1) | 
e” te” vais EE eY 
BD(1) = ef = (n -2)! (2-27) 
te” 
0 er 


方法 四 ”线性 变换 的 计算 方法 

实际 工程 控制 中 ， 系 统 矩 阵 4 往往 不 具备 有 对 角 线 或 约 当 型 的 形式 。 根 据 《 线 性 代数 》 
的 内 容 ， 可 通过 一 种 坐标 变换 的 方法 ， 先 把 任意 形式 的 矩阵 4 变换 为 “对 角 线 ” 或 “ 约 当 
型 ”A 形式 ; 然后 用 “方法 三 ”， 即 “标准 型 矩阵 的 计算 方法 ” 求 出 对 应 的 (1) ; 最 后 ， 
将 更 (站 ) 反 变换 回 原 坐 标 中 去 便 得 到 原 系统 的 @B(1) 。 这 样 可 以 大 大 减少 计算 工作 量 。 

下 面 不 加 证 明 地 先 介 绍 有 关 线 性 变换 的 主要 内 容 及 涉及 的 一 些 相关 问 题 。 

1. 线性 变换 

线性 变换 ， 又 称 为 坐标 变换 或 非 奇异 变换 。 其 基本 含义 ， 是 把 系统 在 状态 空间 的 一 个 坐 
标 系 上 的 表征 ， 转 变 为 另 一 个 坐标 系 上 的 表征 。 

第 一 章 指 出 ， 同 一 个 系统 选择 不 同 的 状态 变量 ， 得 到 的 状态 空间 表达 式 也 不 相同 。 但 由 
于 它们 都 是 描述 同一 个 系统 的 动态 特性 ， 因 此 ， 它 们 之 间 必 然 存在 某 种 关系 ， 其 实 这 个 关系 
就 是 矩阵 中 的 线性 变换 关系 。 

(1) 状态 变量 及 状态 空间 表达 式 的 线性 变换 

设 一 个 n 阶 线性 定常 系统 ， 选 取 x,，x,，…，%, 和 zi，z,，…，z 两 组 不 同 的 状态 变 
量 ， 其 状态 空间 表达 式 分 别 表示 为 
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A Ce 
由 三 地 y=CZ 
由 和 矩阵 理论 知 ， 同 一 个 系统 的 不 同 状态 变量 组 之 间 总 可 以 找到 任意 一 个 非 奇 异 和 矩阵 T， 常 称 
T 为 变换 矩阵 ， 将 状态 向 量 x，(i =1，2，…，n) 做 线性 变换 ， 得 到 另 一 状态 向 量 z，(i=1， 
2，…, n) ， 用 式 子 表示 为 
X=Tz 或 z=Ti'x (2-28) 
并 且 ， 两 个 状态 空间 表达 式 中 相应 的 矩阵 之 间 的 变换 关系 ， 有 
A =T"'AT; b =T- bh; c =cT (2-29) 
或 A4=TAT"';b=Tb;c=ceT! (2-30) 
两 个 状态 空间 中 相应 的 状态 转移 矩阵 的 关系 ， 有 
$B(1) =TAB()T 或 B11) =T BT (2-31) 


证 明 很 容易 ， 只 要 把 状态 向 量 关 系 式 (2-28) 代入 相应 的 状态 空间 表达 式 和 状态 转移 矩 
阵 中 ， 就 可 获 证 。 要 注意 的 是 ， 式 中 的 了 是 一 个 任意 的 非 奇异 矩阵 ， 故 变换 是 非 唯一 的 。 
例 2-6 某 系 统 状态 空间 表达 式 为 
x =Ax+bhbu 
De 
0 -2 2 
ea le 
试用 线性 变换 ， 求 新 坐标 系 下 的 另 一 些 状态 空间 表达 式 。 
解 ” 设 新 坐标 系 下 的 状态 变量 为 z, 、z 
0 


1) 着 到 变换 生 阵 7=|。 | 见 T- = 了 变换 后 的 状态 向 量 为 


1] -3 
1 1 3 
即 人 


变换 后 的 状态 空间 表达 式 为 
2 =T"'ATz+T'bu 


10 No -2 2) 10 np 0 1]) fo 
-让 | “| 呈 -让 oj-(» 站 
0 2 
y=cTz=(0 a 中 = 0)z 


2) 若 取 变换 垂 阵 7=|， 下 则 7 -| | 


本 | 1 下 
Ze = x 
-1 2 


-1 
中 变换 后 的 状态 向 量 为 
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变换 后 的 状态 空间 表达 式 为 


~ = 01 ~ DN 
其 中 ， 2-rar-| | b -| | c=cT=(3 3) 


0 =2 
还 可 以 再 取 其 他 的 变换 矩阵 ， 只 要 是 非 奇 异 的 变换 矩阵 ， 就 会 得 到 不 同 的 状态 空间 表 





(2) 系统 的 特征 值 
设 n 阶 线性 定常 系统 ， 状 态 空 间 表 达 式 为 
x =Ax+bu 
y=cx 
定义 det( A -A)=IA1-Al=0 (2-32) 





为 系统 的 特征 方程 式 ， 其 根 4，(i=1，2，…, n) 为 系统 特征 值 ， 系 统 特征 值 也 称 为 系数 和 矩 
阵 4 的 特征 值 。 
由 第 一 章 ， 状 态 空间 表达 式 对 应 的 传递 函数 表达 式 为 
adj( -A) 
0 





实际 上 ， 式 中 分 母 项 | -41 =0 就 是 系统 特征 方程 式 ， 其 根 如 ， 加 ，…， 就 是 系统 的 特 
征 根 〈 值 ) ， 也 就 是 系数 和 矩阵 4 的 特征 值 。 因 此 ， 辱 已 知 系统 矩阵 和 A， 可 直接 用 1sT -41=0 


便 可 求 出 系统 矩阵 4 的 特征 值 。 
例 2-7 已 知 系统 状态 方程 


求 系统 的 特征 值 。 
解 ”系统 特征 方程 








= 人 +6A+5=0 





A 
117 -41= 
5S A+6 





系统 的 特征 值 为 4 = -1, Nh = -5。 
注意 ”根据 矩阵 理论 ， 线 性 变换 不 会 改变 系统 的 特征 值 ， 即 系统 的 特 和 


证 明 如 下 : 


laT =- Al=IA-THAT|I =1AT7T-T ATI =1T AT -TAT| 
=17-OU-4)TT=IT-U-4NTIT=IT2TI 41-A4I 


F 值 具有 不 变性 。 











(3) 特征 向 量 
设 是 系统 的 一 个 特征 值 ， 若 存在 一 个 维 非 零 向 量 已 ， 满 足 
4P. =1P， 或 (47-4)P =0 (2-33) 


则 称 P; 为 系统 对 应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 。 
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例 2-8 已 知 系统 状态 方程 


| ol 
三 村 u 
2X 5 -5 -6 Ny 1 

求 对 应 于 系统 特征 值 的 特征 向 量 。 


解 由 例 2-7 可 知 ， 系 统 有 两 个 特征 值 ， 分 别 是 机 = -1, 有 = -5。 设 对 应 于 页 = -1 
的 特征 向 量 为 己 ， ms P, 应 有 两 个 分 量 ， 设 为 mi 和 Pa， 即 


人] 
12 


CA-| 本 图 区 
5 5 Pr 


用 矩阵 乘法 得 方程 组 -Pi -pis =0; 5pit +5p1s =0。 
解 方 程 组 ， 则 对 应 于 A = -1 的 特征 向 量 为 


»-(")(] 
Pr 
设 对 应 于 9 = -5 的 特征 向 量 为 P,， 根 据 式 (2-33) 有 


con 
P22 


解 上 式 ， 则 对 应 于 = -5 的 特征 向 量 为 











根据 式 (2-33) 














2. 任意 答 阵 4 变换 为 标准 型 A 
用 线性 变换 方法 ,在 一 定 条 件 下 可 以 把 任意 形式 的 矩阵 4 变换 成 为 “对 角 线 标准 型 ” 


或 “ 约 当 型 标准 型 ”的 A 。 关 键 是 构建 一 个 变换 矩阵 7， 介绍 其 变换 的 方法 。 
(1) 任意 矩阵 4 化 为 对 角 线 矩阵 
在 下 列 情况 下 ， 可 以 将 任意 形式 矩阵 4 化 为 对 角 线 和 矩阵， 结论 如 下 : 
1) 若 xz 和 矩阵 4 有 个 各 异 的 特征 值 4， 克 ，…， 么 ， 则 可 将 矩阵 4 化 为 对 角 线 矩阵 











汕 0 
A =7-L47= 人 
0 1 
的 变换 矩阵 了， 可 由 乞 阵 4 的 特征 向 量 来 组 成 ， 即 
T=(P, P, :1 P,) (2-34) 


式 中 ，P ，P, ，…, 了, 为 矩阵 4 的 特征 向 量 。 
例 2-9 已 知 系统 状态 方程 





x =Ax+bu 
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一 2 1 0 
人 4-| 1 | 


试 求 变 换 矩 阵 使 4 化 为 对 角 线 和 矩阵， 并 求 变 换 后 的 系统 状态 方程 。 
解 ” 求 特征 值 ， 由 系统 特征 方程 








A+2 -1 

















| -Al| = t+3 =0 

—-] A+2 

两 个 相 异 特征 值 =-1, hh= -3 
求 特征 值 对 应 的 特征 向 量 P| 和 P,， 根据 

(47-4)P, =0 

对 应 如 = -1, 由 (4T-4)P =0， 有 
(41-A)P, -| 和 | 国民 
= 1 Pr 


解 方程 
对 应 本 = -3， 由 (27-4)P =0， 有 


(1 -4p, <7) | 区 





弦 
人 
中 
J 
YY 
局 三 
i 
ll 
一 ”一 
We 





= P22 
解 方程 得 局 -| 
P22 = 
构造 变换 矩阵 
1 工 
人 | 2 
T= (P, P,) -[ | 道 阵 为 了 = 1 工 
有 2 
变换 后 的 系统 矩阵 4 
1 
二 2 EG 中 | 区 
4 =7-47= 
1 1 -2 人 1 -1 0 - 
2 


变换 后 的 系统 状态 方程 ， 设 新 状态 变量 为 Z 


Z ==AZ+bu=(T AT)Z+T bu 
1 1 1 工 
2 2|1(-2 fl 1 2 2 |f0 
四 Z+ u 
1 11 -2 -1 1 la 
2 2 2 了 
1 
-1 0 2 
= Z+ u 
0 -3 1 
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2) 若 xz 阶 矩 阵 为 “友和 矩阵 ”( 又 称 为 “能 控 规 范 ” 形 )， 即 





0 1 0 
a 
0 1 
-a -a … -a 
并 且 其 特征 根 4，N，…， 加 两 两 互 异 ， 则 可 将 矩阵 4 化 为 对 角 线 和 矩阵 
A 0 
本 加 刀 
A=T AT= 
0 A, 
的 变换 矩阵 T， 为 下 面 的 范 德 蒙 德 (Vandermond) 矩阵: 
1 1 | 
二 
T= : . : (2-35) 
天 天 ” 地 


例 2-10 试 将 系统 矩阵 
































化 成 对 角 线 矩阵 。 
解 ”系统 特 征 方程 
111 -41= = +6A4+5 =0 
3 A4+6 
系统 的 特征 值 ， 解 特征 方程 ， 系 统 的 特征 值 为 4 = -1，7 = 
构造 变换 矩阵 T， 由 于 和 矩阵 A 具有 友和 矩阵 的 形式 ， ee 蒙 德 〈Vandermond ) 
和 矩阵 得 到 变换 矩阵 
a 
Pi P22 -1 -5 
变换 后 的 系统 矩阵 





| 
4 =T"'ATz = 
0 -5 


0 1 
对 比 ， 原 状态 空间 下 的 4 =[ 5 在 新 的 状态 空间 下 已 化 为 对 角 线 算 降 。 以 > 为 
状态 变量 的 新 的 状态 方程 为 
加 攻 -1 0 0.25 
z=Az+bu=T 47z+ 了 了 -| 6 + J 


= 和 =0. 25 
(2) 任意 矩阵 4 化 为 约 当 型 矩阵 
1) 奉 nxn 和 矩阵 A 有 nn 个 4 ( 重 根 )， 则 可 将 矩阵 A 化 为 约 当 型 矩阵 
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1 1 0 
A =7-47= 
0 A 
的 变换 矩阵 为 
T= (P, P, … P.,) (2-36) 


其 中 ， 忆 为 4 对 应 的 特征 向 量 ， 其 余 的 P;,，P,;，…，P, 则 称 为 4 的 广义 特征 向 量 。 
式 中 的 矩阵 分 量 已 ，P,;，…， PP, 按 下 式 计算 : 

JP -4P =0 

AP, -AP, = -P, 





(2-37) 


AP, -AP,= -P,, 
2) 若 nxn 和 矩阵 A 有 g 个 如 ( 重 根 ) ， 其 余 (n -gqg) 个 为 各 异 的 特征 根 4,， 则 把 4 变换 











为 约 当 标准 型 
:ee 0 
而 : 0 
FE 
I 1 SO 
; Al 
| 
: 
0 
的 变换 矩阵 了 为 
T= (P, P,, …, P,, P,,, *…, P,) (2-38) 


其 中 ， 对 应 于 g 个 如 ( 重 根 ) 的 向 量 ,，P,，P,，…, P, 按 式 (2-37) 计算 ， 即 
NP, -AP, =0; HP, -4P = -P; …; HP, -AP,= -已 ， 
而 对 应 于 (n -9) 个 互 异 根 的 向 量 P,,, ，P,,,，…，P,， 按 式 (2-33) 方法 计算 ， 即 


(2-39) 





AP,=AP,， 或 (47-4)P =0 (2-40) 
例 2-11 试 将 下 列 系统 矩阵 
4 1 
ol 0 :| 
1 -1 3 
化 为 约 当 标准 型 。 
解 ” 求 特征 值 
1-4 -1 2 
IMT-4I=| -1 1 -2 | =(A-1)(4-3)*=0 








-1 1 N=3 
特征 值 有 3 个 ， 其 中 4 =1， 两 个 重 根 4, ,=3。 
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对 应 于 A =1 的 特征 向 量 P| 为 





根据 式 (2-40) ， 有 


解 上 面 方程 ， 求 得 





Pu 
P=|py |= 
13 


Pal Pal 
P,=|p» |, P;= | ps 


P23 P33 
根据 式 (2-39) 


4-4 -1 2 =] =1 2 (Po 
(DT-4)P, =| -1 hh -2 四 攻 3 | =0 
-1 1 hb-3 

解 上 面 方程 ， 求 得 





根据 式 (2-39) 


bh-4 -1 2 pa -1 
(2T-4)J)P, =| -1 hh -2 |-P=-|p,|=| -1 


=s1 1 光 .=3 





解 上 面 方 程 ， 求 得 


于 是 变换 矩阵 为 


系统 矩阵 变换 为 


现代 控制 理论 基础 第 4 版 


1 0 0 
rr 3 | 
0 0 3 
可 见 ， 是 一 个 约 当 标准 型 。 
3. 用 线性 变换 求 状态 转移 矩阵 
把 任意 形式 的 矩阵 4 变换 为 “对 角 线 ”或 “ 约 当 型 ”形式 ; 然后 用 “方法 三 ”的 公 
式 ， 即 “标准 型 矩阵 的 计算 方法 ” 求 出 状态 转移 矩阵 外 (1); 最 后 ， 利 用 式 (2-31) ， 即 


GB(1) = TB(1)T"1 ， 将 其 反 变换 回 原 坐 标 中 去 便 得 到 $B(1) 。 
例 2-12 已 知 系统 和 矩阵 


试用 线性 变换 求 状态 转移 矩阵 。 
解 ” 求 矩阵 4 的 特征 值 


S 一 1 
| S7-41 = 


2 s+3 
两 个 特征 值 为 4 = -2, = -1。 
由 于 和 矩阵 A 具有 友和 矩阵 的 形式 ， 可 直接 按 范 德 蒙 德 〈Vandermond) 和 矩阵 得 到 变换 矩阵 


1 1 1 了 vi f-l -1 
r= | 1)} 7 -| 2 | 
在 新 状态 空间 里 
i Ee "| 1 攻 | 
A=T 47= = 
2 1 八 -2 -3 一 1 0 -1l 
可 见 ， 在 新 的 状态 空间 下 的 系统 矩阵 是 一 个 对 角 线 矩 阵 。 
根据 方法 三 ， 新 状态 空间 下 的 状态 转移 矩阵 为 


so 人 
0 eg 0 er” 
则 原状 态 空 间 下 的 状态 转移 和 矩阵， 即 和 矩阵 4 的 状态 转移 和 矩阵， 由 式 (2-31) 得 

BL(1) TET- -| 1 | "J 下 | 2e'-eY 6 

-2 -1 人 0 er 作 2 1) \-2e'+2e” -e+e™Y 

方法 五 ”实数 化 的 计算 方法 

本 方法 是 针对 具有 复数 特征 值 的 ， 也 称 为 模式 矩阵 的 计算 方法 。 当 系统 矩阵 4 的 特征 
值 有 共 斩 复 数 


=0; s+3s+2=0 

















Ns=arjb (2-41) 
时 ， 虽 然 可 认为 有 两 个 相 异 的 特征 值 ， 按 “方法 四 ”的 计算 方法 化 为 对 角 线 标准 型 ， 但 是 
在 具体 计算 特征 向 量 、 变 换 矩 阵 等 过 程 中 碰 到 复数 的 运算 ， 麻 烦 而 且 复杂 。 因 此 ， 常 采用 实 
数 化 的 方法 。 值 得 指出 的 是 ， 使 用 这 种 方法 不 但 避免 了 麻烦 而 且 复 杂 的 相关 计算 ， 而且 可 以 
证 明 所 得 的 状态 转移 矩阵 和 用 “方法 四 ”计算 出 的 完全 相同 。 
实数 化 的 计算 方法 是 ， 设 系统 矩阵 4 的 特征 值 有 共 恩 复数 ，=wt+ 上 jb。 
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(1) 先 求 出 1 。=a+ 记 相对 应 的 矩阵 4 的 特征 向 量 P 





Pl,=a+jB (2-42) 
(2) 由 特征 向 量 P 的 实 部 和 虚 部 组 成 变换 矩阵 了 
T= (P, P,) = (a B) (2-43) 
(3) 变换 矩阵 了 将 使 系统 乍 阵 4 化 为 “模式 矩阵 ”M 
M = T-47 = 及 1 (2-44) 


注意 :“ 模 式 和 矩阵 ”M 是 由 特征 值 的 实 部 和 虚 部 组 成 的 。 
(4) “模式 矩 阵 ”M 对 应 的 状态 转移 矩阵 为 





$B(;) om | ecosbt ee =- 人 | (2.45) 
— esinbt e"”cosbt — sinbt conbt 
(5) 反 变 换 求 出 原 系统 矩阵 4 的 状态 转移 矩阵 
$(s) = T BT (2-46) 


下 面 通过 例子 说 明 具 体 的 计算 方法 和 过 程 。 
例 2-13 已 知 系统 矩阵 





一 2 1 

A= 
Se 

试 求 系统 状态 转移 和 矩阵。 
解 (1) 求 特征 方程 
s+2 一 1 
| 41-41 = =s +6s +25 =0 
17 s+4 


(2) 特征 值 
=-3+j4,， 如 = -3 一 i4 





(3) 特征 向 量 
由 式 (M-4) 忆 =0 求 得 一 对 特征 向 量 


1 1 fo | 
Pa -小 本 -< 
(4) 变换 矩阵 
由 特征 向 量 的 实 部 和 虚 部 构成 变换 矩阵 7， 根据 式 (2-43) 有 


让 

1 0 人 
r=- (ep) -| 4 ar 下 -| 
4 4 


(5) 求 模式 矩阵 M， 由 式 (2-44) 


wz | 





4 4 
(6) M 对 应 的 状态 转移 矩阵 (1) ， 由 式 (2-45) 
i i | conbt | | con4t = ee 
D( t) =e = e” 三 9 


—sinbt conbt —sindt con4t 
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(7) 原 系统 矩阵 4 的 状态 转移 矩阵 ， 由 式 (2-46) 
1 0 
A -1 1 0 con4f sin4t 3 
PSE DL -| .1 由 | 中 
1 


| : 
con4t + —sin4t 


4 A434t 时 
e 
17 . Ye 
一 可 sin4; con4t 一 本 sin4t 


若 系 统 矩 阵 A4， 不 但 合 有 一 对 复数 特征 值 1=a +jb， 而 且 还 含有 实数 特征 值 4，(i = 1， 
2，…，n -2)， 则 可 以 求 出 与 4=a +j6 相对 应 的 特征 向 量 P,, =a + 褒 以 及 与 实数 特征 值 i 
(i=1, 2 “"", n—-2) 相对 应 的 特征 向 量 P,， Pp,, 2 Pw 如 果 以 

















T= (P, Pi “Ps3 B) 
作为 变换 和 矩阵， 将 可 以 使 系统 矩阵 A 化 为 如 下 对 角 线 一 一 模式 矩阵 
1 0 … 01:0 0 
0 4 0:0 0 
M= 2 
0 0 43:0 0 
0 0 0 人 
0 0 : 0 :i-b a 
方法 六 应 用 “ 凯 莱 -哈密 顿 ”定理 的 计算 方法 
Dt) =e =o (tT+o (tA + tao, 1(t) A" (2-47) 


其 中 ， 系 数 w (i=0，1，…, n -1) 是 时 间 1 的 函数 ， 这 些 系数 由 系统 特征 方程 
f(s) =1sT-Al=s" +a, ss + +als+ao =0 
的 根 改 ， 厂 ，…， 为 《又 称 矩 阵 4 的 特征 值 ) 的 性 质 进行 计算 。 
(1) 当 和 矩阵 4 的 特征 值 六 ， 邦 ，…, 刀 互 异 时 





























ao lt) 1 1 用 四 天 一 思 er 
Ql (0 _ » 3 . o 本 
QL1(t) 1 加 轴 V1 ee™ 
(2) 当 和 矩阵 4 有 个 相同 的 特征 值 时 
1 -1 _ At 
0 0 0 0 0 1 -TD 
ao(t) | 
0 1 (7-1)7 -2 At 
ai(t) (n—-2)! 
: = (n-l1)(n-2) n-3 
a Lom 
! 1 
Sa | TL oh 1 
过 
Qa,_1(t) | 时 半 1 re 
et 





(2-49) 
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(3) 若 和 矩阵 4 的 特征 值 有 相 异 根 又 有 重 根 时 ， 待 定 系 数 分 别 用 上 面 两 种 情况 求 出 相应 
的 系数 值 。 

注 : 凯 莱 -哈密 顿 定理 是 n xn 和 抢 阵 4 满足 其 自身 的 特征 方程 。 

定理 解释 : n xn 和 矩阵 A 的 特征 方程 

f(s) =1sT-Al=s" +d + +als+ao =0 

式 中 ，a,_1，…，Q1，Qo 为 系统 参数 。 

根据 “ 凯 莱 -哈密 顿 ” 定 理 ， 特 征 方 程 又 可 表示 为 

ATE AI A 0 














上 式 改 写 为 
4"= -0 4 -aAhA-al (2-50) 
由 式 (2-50) 可 看 出 ，4" 可 表示 为 4" ，…，A, 了 的 线性 组 合 。 
式 (2-50) 两 边 同 乘 4， 有 
A"™'!'=AxA"=A( -a, A !'-..…-ah -aT) 
= -a,1A"-.…-aA’ -aA (2-51) 


即 4"*! 可 表示 为 A”， …, A, 了 的 线性 组 合 。 

类 推 可 知 ， A"'!, A"”™, … 都 可 用 A”!， A"™, a 4， I 进行 线性 表示 。 利用 这 些 结 
果 ， 即 可 将 e* 的 无 穷 多 项 表达 式 表示 为 4"! ，…, 4, 了 的 有 限 项 表达 式 。 

例 2.14 ”线性 定常 系统 的 齐 次 状态 方程 为 


2 1 | 0 2 
% ， 四 -2 -3 Ny 
用 凯 莱 - 哈 定 理 计算 其 状态 转移 矩阵 。 
解 求 矩 阵 4 的 特征 方程 


As) =1s7-41= 








s 一 1 
2 a =0 
特征 根 = -1，h = -2， 两 两 相 异 。 由 式 (2-48) 有 
ao(t) 1 XA) fe™ 1 -1 '/e” 
We 
2 1\e-') /26-' ez 
= | 





即 
ao(t) =2e '-e” al(t)=e'-eY” 
于 是 状态 转移 矩阵 为 
元 (1 0 ee 0 1 
PD(t) =e =ao(t)T+a(t)A=(2e '-e i 小 一 e | 轴 


i 0 | | 0 让 | 
十 
0 2e -erY” -2e-+2e -3e '+3eY 


SS = 
De -e@ ee 

。 = 二 = 上 一 上 = 站 
—2e "+2e —-e "+2e 
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第 三 节 ”线性 定常 离散 系统 状态 空间 响应 分 析 


对 线性 定常 离散 系统 ， 状 态 空 间 描述 的 一 般 形 式 为 


x(k+1) =Gx(k) + Hu(k) 状态 方程 
y(k) =Cx(k) 输出 方程 W232) 


对 离散 系统 的 状态 空间 响应 分 析 ， 从 数学 上 看 ， 和 对 连续 系统 的 状态 空间 响应 分 析 一 

样 ， 归 结 为 对 式 (2-52) 的 求解 ， 而 且 主 要 的 计算 工作 ， 也 是 对 状态 方程 的 求解 。 

、 状 态 方程 的 求解 

求解 状态 方程 ,一 方面 是 为 了 得 到 系统 的 状态 响应 ， 男 一 方面 是 通过 状态 解 求 出 系统 的 
输出 响应 。 求 解 离散 系统 状态 方程 常 有 两 种 方法 : 递 推 法 和 2 变换 法 ， 分 述 如 下 。 




















1. 递 推 方法 
结论 式 (2-52) 中 的 状态 方程 ， 当 初始 时 刻 =0， 初始 值 为 x(0) 时 ， 唯 一 的 状态 
x(k) =Gx(0) + Hu(0) + ?Hu(1) + +GHu(k -2) +Hu(k-1) (2-53) 
或 x(k) = Gx(0) + 3 Gi Hd)) (2-54) 
式 中 ，k =0，1，2，.… 为 采样 时 刻 。 | 
证 明 在 儿 对 定 了 初始 状态 x(0) 和 输入 信号 w(0)，w(1)，…， 分 别 取 采 样 时 间 =0， 
1, 2, ， 代 入 状态 方程 ， 有 
k=0 x(1)=Gx(0) +Hu(0) (2-55) 
k=1 x(2)=Gx(1)+Hu(1) (2-56) 


k=2 x(3)=Cx(2) + Hu (2) (2-57) 


当 采 样 时 间 为 -1 时， 有 
x(k)=Gx(k-1)+Hu(k-1) 
=G'x(0) +G° Hu(0) + Hu(l1) + +GHu(k -2) +Hu(k-1) (2-58) 
将 式 (2-55) 代入 式 (2-56)， 再 把 式 (2-56) 代入 式 (2-57)， 这 样 逐 次 代入 直至 式 
(2-58 ) ， 经 整理 便 得 到 式 (2-53 ) 。 
证 毕 
递 推 法 ， 适宜 在 计算 机 上 求解 ， 但 由 于 后 一 步 的 计算 要 依赖 前 一 步 的 计算 结果 ， 因 此 ， 
计算 过 程 中 产生 的 误差 会 造成 累积 误差 。 
当初 始 时 刻 =h， 初 始 值 为 x(h) 时 , 式 (2 和 中 状态 方程 的 唯一 解 为 


x(k) = Gx(h) + 00 Hu(j) (2-59) 
不 失 一 般 性 ， 下 面 的 分 析 讨 论 ， 均 认为 初始 时 刻 大 = =0， 初 始 值 为 x(0)。 
例 2-15 已 知 定常 离散 系统 的 状态 方程 为 
x(k+1) =Gx(k) +Hu(k) 


. 0 1 ee | 
式 中 6=[ 0 16 = 初始 居 态 (0) = 
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求 单位 阶 路 输入 下 状态 方程 的 解 。 


解 ” 由 于 输入 为 单位 阶 路 函数， 所 以 ,k=0, 1, 2,… 轩 , wu (kk) =1。 








当 采样 时 刻 : 
0 1 1 1 0 
k=0 时 «(1)=Gx(0) +Hu(0)=| 0 16 = 
0 1 Ar 0 1 2. 84 
k=1 时 x(2) =Gx(1) +Hu(1)= _0.16 . = 
0 1 2. 84 1 0.16 
k=2 时 x(3)=Gx(2) +Hu(2)=| 0 16 大 se 
于 是 ， 状 态 的 序列 解 
四 -的 ]- 人 2 0 2.84 0.16 | 
ee wk)) \-1 1.84 -0.84 1.386 … 
2. Z 变换 方法 
结论 “当初 始 时 刻 丰 =0， 初 始 值 为 * (0) 时 ， 式 (2-52) 中 状态 方程 的 唯一 解 为 
x(k) =ZTT[(Z-G)-z]x(0) +271[ (zl -G) Hu(z)] C00) 


证 明 ”当初 始 时 刻 k=0， 初始 值 为 x (0) 时 ， 对 式 (2-52) 中 的 状态 方程 进行 Z 变 

换 ， 得 
zx(z) -zx(0) =Gx(z) + Hulz) 
移 项 zx(z) -Gx(z) =zx(0) + Hulz) 
整理 并 等 式 两 边 乘 逆 阵 (zT -G)” 
x(z) =(zT-G) zx(0) +(zT-G) Hulz) 

两 边 取 Z 反 变换 , 式 (2-60) 获 证 。 

例 2-16 线性 定常 离散 系统 状态 方程 


OrzD=-| 0 op + (1 he) sa(0) = 
(| = 各 a ) + i ) 52 hy 
求 单位 阶 路 输入 下 的 状态 解 。 


解 (zl or po 
~ 02 z+0.9 








0.2 z+0.9 —0.2 多 
(z+0.4)(z+0.5) (z+0.4)(z+0.5) 





z+0.9 1 
com JU (z+0.4)(z+0.5) 


对 于 单位 阶 路 输入 ， 有 


z—l 





wk)} 三 
由 式 (2-60) 
x(z) =(zT-G) zx(0) + (zT-G) Hu(z) 
=(zT-G)™[Zx(0) +Hu(z) ] 
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2 





z+0.9 1 和 
(z+0.4)(z+0.5) (z+0.4)(z+0.5) z—1 
-0.2 z -2 +2z 





(z+0.4)(z+0.5) (z+0.4)(z+0.5) z—l 
2 -0.1z +2z 
(z+0.4)(z+0.5)(z—-1) 
-2 +1.82z 
(z+0.4)(z+0.5)(z—-1) 
_110, 46 29 














Te Be Th 
z+0.4 z+0.5 z-l 
4 23 8 
EE 








z+04 37+05 7 
取 Z 有 反 变 换 
-党 -0.4) 和 + 科 ( -0.5)*+ 池 
5 二 | 而 ， 23 ,8 
(0.4)- 守 ( -0.5)*+2T 

对 于 线性 定常 离散 系统 的 状态 解 式 (2-54) 和 式 (2-60) ， 做 几 点 说 明 。 

1) 和 线性 定常 连续 系统 的 状态 解 相 似 ， 都 由 两 部 分 组 成 : 一 部 分 是 由 系统 的 初始 状态 
引起 的 零 输 入 响应 ， 又 称 为 系统 的 自由 运动 ; 另 一 部 分 是 系统 输入 信和 号 作用 引起 的 零 状态 响 
应 ， 又 称 为 系统 的 强迫 运动 。 

2) 由 系统 输入 信号 作用 引起 的 响应 中 ， 第 天 个 时 刻 的 状态 只 与 此 采样 时 刻 以 前 ， 即 
-1 及 之 前 的 输入 采样 值 有 关 ， 而 与 第 个 时 刻 的 输入 采样 值 无 关 ， 说 明 控 制 有 湾 后 。 

3) 对 于 一 个 系统 ， 由 于 其 解 具有 唯一 性 ， 比 对 式 (2-53) 和 式 (2-60),， 应 有 G(k) = 
Z[(Z-G)-…z]， 仿 照 定常 连续 系统 ， 和 定义 其 为 状态 转移 矩阵 ， 并 用 符号 B(k) 表示 为 

G@G(1) =G(k) =271 (sl -GG) 12] (2-61) 

4) 用 状态 转移 矩阵 更 (5) 表示 离散 系统 的 状态 解 时 , 式 (2-54) 和 式 (2-59) 统 

一 为 





x(k) = BE)x(O0) + Eo -i-1)Hu(i) (2-62) 
二 、 状 态 转移 矩阵 的 基本 性 质 及 计算 


1. 基本 性 质 
状态 转移 矩阵 与 线性 定常 系统 状态 转移 矩阵 有 相似 的 性 质 ， 主 要 有 
(1) 满足 自身 的 矩阵 差分 方程 及 初始 条 件 

G(E+1) =GG(F) 6(0) =7 


(2) 传递 性 Bk -hh) = Bk, -kB -hk) 
(3) 可 逆 性 Dk) =B( -hk) 
2. 计算 方法 


线性 定常 离散 系统 状态 转移 矩阵 的 计算 方法 与 线性 定常 连续 系统 的 状态 转移 矩阵 的 计算 
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方法 极为 相似 ， 下 面 介绍 最 主要 的 三 种 计算 方法 。 
(1) 直接 方法 
直接 根据 状态 转移 矩阵 的 定义 计算 
Bk) = G0’ (2-63) 

(2) Z 变换 方法 

Bk) =271[ (zT -G) -1z] (2-64) 
(3) 线性 变换 方法 
用 线性 变换 把 系统 和 矩阵 G 化 为 标准 型 。 
1) 当 离 散 系 统 的 特征 值 均 为 相 异 单 根 
若 离散 系统 特征 方程 





47-G|=0 
的 值 1,，1，，…，4 ,两 两 相 异 ,经 线性 变换 可 使 系统 矩阵 G 变换 为 对 角 线 标准 型 矩阵 
A, 即 


4=7-IGT7 (2-65) 
则 离散 系统 状态 转移 矩阵 为 
a! 0 
mm km-l _ 42 | 
G(F) =G=T427- = 了 7 . T 
0 AE 


式 中 ，A4 为 对 角 线 标准 型 矩阵 ; 了 为 变换 矩阵 ;6G 为 对 角 线 标准 型 和 矩阵 4 的 变换 矩阵 。 

2) 当 离 散 系统 的 特征 值 有 重 根 

若 离散 系统 特征 方程 的 根 4 为 重 根 ， 经 线性 变换 可 使 系统 矩阵 G 变换 为 约 当 标准 型 矩阵 
J， 即 








J=T-!'GT 
则 离散 系统 状态 转移 矩阵 为 
BE) =G4 =THT-! 
式 中 ，y 为 约 当 标准 型 矩阵 ; T 为 变换 矩阵 ; G 为 约 当 标准 型 矩阵 了 的 变换 矩阵 。 
例 2-17 线性 定常 离散 系统 状态 方程 


sn sds) 
Wi 


求 状 态 转移 矩阵 (利用 线性 变换 方法 ) 。 
解 ” 求 特征 值 





两 个 互 异 特征 值 1 = -0.4; 4,= -0.5。 
由 于 系统 矩阵 G 具有 友和 矩阵 ， 即 能 挖 标准 型 ， 可 应 用 式 〈2-35)“ 范 德 蒙 德 ” 变 换 抢 阵 


7， 即 取 变 换 矩 阵 
1 1 1 1 
T= er 
站 | [ 
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其 逆 阵 


得 到 新 的 系统 矩阵 为 


5=rcr-| | 0 1 | 1 1 je 0 
人 -4 -10 八 -0.2 -0.9/(-0.4 -0.5) \( 0 -0.5 


于 是 ， 新 坐标 系 下 的 系统 状态 转移 矩阵 
四 9 0 4 0 | 
Dk)=G’= = 
0 -0.5 0 ( -0.5) 
则 原 坐 标 系 下 的 系统 状态 转移 矩阵 


~ 国 | 1 1 I 0 ji | 
Dk) =TOB(E)T! = , 

-0.4 -0.5 0 ( -0.5)*/\-4 -10 
-0 10( -0.4)*-10( 5 


-2( -0.4)*+2( -0.5)* -4(—-0.4)*+5( -0.5)” 
三 、 系 统 输出 响应 


状态 方程 的 解 代 入 式 (2-52) 中 的 输出 方程 ， 即 
y(k) =Cx(k) 
由 于 输出 向 量 C 是 已 知 的 ， 所以, 极 容 易 求 出 系统 的 输出 响应 。 
例 2-18 线性 定常 离散 系统 状态 空间 描述 
x(k+1) =Gx(k) +Hulk) 
y(k) =Cx(k) 
0.99 0.086 0. 0045 
-| | -| | C=(1 0); x(0) =0 
-0. 172 0.733 0.086 
求 单位 阶 跃 输入 下 的 输出 响应 。 
解 ” 先 求 状态 解 。 
用 北 推 方法 求解 状态 方程 


[| I | | | 
k=0, = + wu(0) = 
x (1)) \-0.172 0.733)\x,(0)) \0.086 0. 086 
[| 4 oo | os 隐 本 
EF=1.; 二 十 (0) = 
x (2)) 人 -0.172 0.733)\x,(1)) \0.086 0. 148 
| ke | | 国光 
k=2, = + (0) = 
x,(3)) \-0.172 0.733)\lx,(2)) (0.086 0. 192 


状态 解 代入 输出 方程 











y(k)=(1 O0)x(k)=x(k) 
系统 在 各 采样 时 刻 的 输出 


y(0) =0; y(1) =0.0045; y(2) =0.016; y(3) =0.033,.… 
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例 2-19 线性 定常 离散 系统 状态 空间 描述 


i -oj 四 让 er- 
| 


yk)=(1 0)x(k) 
求 系统 单位 阶 路 输入 下 的 输出 响应 。 
解 ” 先 求 系统 的 状态 响应 。 
用 状态 转移 矩阵 求解 


x(k) = DB(E)x(O0) + SB -i-1)Hu(k) 
由 例 2-17 所 求 出 的 状态 转移 矩阵 B(k) 代 入 
wi | 5(-04) -4(—0.5)* 10(-0.4)" | 1 
-2(-04) +2(-05) -4(-0.4)*+5(-0.5)/\-1 
要 2| 5(-0.4)" 7 -4(-0.5)" 10(-0.4)* -10(-0.5)" 0 
-2(-04)5 +2(-0.5)5 -4(-0.4)"" +5(-0.5)" 
ee 下 二 Be _14( -0.5)"7! 
2(-04) -3(-05) -6(-0.4)F +7(-0.5)5 
将 状态 解 代 入 输出 方程 





i=0 


i=0 


k-l 


y(k) = Cx(k) =-5(-04) +6(-0.5)*+ D15(-0.4)"" -14(-0.5)"™ 


令 式 中 上 =0, 1, 2，.…,1=0, 1，2，…, -1, 便 可 得 到 各 采样 时 刻 的 输出 系列 
y(0), y(1), y(2), *…o 


2-1 系统 的 状态 空间 啊 应 分 析 主 要 指 什么 ? 
2-2 ”线性 定常 系统 的 运动 由 哪 几 部 分 组 成 ?” 各 有 什么 特点 ? 

2-3 ”状态 转移 矩阵 的 物理 含义 是 什么 ? 主要 性 质 是 什么 ”有 多 少 种 计算 方法 ? 
2-4 已 知 系统 和 矩阵， 求 其 特征 值 及 特征 向 量 


0 1 -1 
Da-( 了 了 (2) A=| -6 -1 6 
=-[， ， - 


6 -ll 5 
2-5 已 知 系统 矩阵 ， 至 少 用 两 种 方法 求 其 状态 转移 矩阵 。 


4 0 0 
Da 人 罗 (2) 4=|0 3 1 
-| ， ， 冯 


0 1 3 
2-6 判断 下 列 矩 阵 是 否 是 状态 转移 矩阵 ， 若 不 是 ， 说 明理 由 。 若 是 ， 求 其 对 应 的 系统 矩阵 。 


Do ee 
(1) ol -| ] 
2 















































以 


























是 -2 到 < 
e +2e- e+e 


人 Dee 
(2) $B (1) = oo 
已 于 3 
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2-7 求 下 列 系统 状态 方程 的 解 


Cy) 法 -( pr (ik 初始 条 件 为 x (0) =1, (0) =0 


1 0 0 
(2) 区 -| 1 ,| 初始 条 件 为 *1(0) =1,， (0) =0, xs(0)=1 
0 1 2 


2-8 已 知 系统 状态 方程 


:0 3 0 0 

1 -4 1/ 0 

至 少 用 两 种 方法 求 单位 阶 路 输入 时 状态 方程 的 解 。 
2-9 已 知 系统 状态 空间 方程 


= 0) St i a 1 
了 


求 u(t) =e-' 输 入 时 系统 的 输出 。 
2-10 已 知 离散 系统 状态 方程 x(k+1) = Gx 


a 0 1 ed 1 
i -| x(0)= [| 


求 状 态 方 程 的 解 。 
知 差 分 方程 y(k+2) +3y(k+1) +2y(k) =2u(k+1)+3u(k), 并 且 y(0) =0, y(1) =1， 


11 已 
求 u(h) = 20]- [jasgsemm。 


提示 : 对 应 离散 状态 空间 式 的 相关 和 矩阵 。 


0 1 0 
-2 -3 1 
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系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 ， 属 于 系统 的 定性 分 析 问 题 。 能 控 性 ， 是 研究 和 讨论 系统 中 的 
状态 变量 是 否 能 被 控制 ， 以 便 和 对 系统 实施 最 优 控 制 策 略 ; 能 观测 性 ， 是 要 回答 系统 中 的 状 





态 变 量 能 否 从 输出 量 中 观测 出 来 ， 以 便 能 对 系统 实施 状态 反馈 。 因 此 ， 在 现代 控制 理论 中 ， 
它们 是 两 个 重要 的 概念 ， 也 是 设计 最 优 控制 系统 和 最 优 估 计 的 理论 基础 。 这 两 个 重要 的 概念 
是 由 卡尔 曼 (Kalman) 在 20 世纪 60 年 代 初 提出 的 。 

本 章 主要 介绍 线性 系统 能 探 性 与 能 观测 性 的 定义 ， 判 别 系统 能 控 性 与 能 观测 性 的 准则 及 
0 然后 介绍 和 讨论 把 一 般 的 “能 控 ”、“ 能 观 ” 的 状态 空间 描述 变换 成 
“能 控 标准 型 ”和 “能 观测 标准 型 ”的 方法 ; 最 后 ,介绍 和 分 析 把 不 完全 能 控 和 不 完全 能 观 
系统 的 状态 空间 表达 式 进行 结构 性 分 解 以 及 系统 传递 函数 最 小 实现 的 问题 。 
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一 、 能 控 性 的 基本 概念 

系统 能 控 性 关心 的 核心 问题 是 ， 系 统 的 状态 变量 能 否 被 控制 。 

图 3-1 为 电阻 -电容 组 成 的 桥 式 电路 ， 如 采 选 取 电 容 两 端 
的 电压 wu 为 状态 变量 ， 即 x = uc。 由 “电路 ”课程 可 知 ， 当 
RR =R,R; 时 ， 电 桥 平 衡 ， 电容 C 两 端 电位 相等 ，ue =0。 而 
且 ， 无 论 输 入 电压 u(t) 如 何 改 变 ， 电容 C 两 端 电 位 始终 不 变 ， 
即 始终 we =0。 从 控制 的 观点 看 ， 就 是 状态 变量 x 不 受 输入 量 
u(1) 的 控制 ,或 者 说 ,该 电路 的 状态 x 是 不 能 控 的 。 

当 RR, 关 R,Rs;， 电 桥 不 平衡 时 ， 电 容 C 两 端的 电位 不 相 
等 ，uc 半 0， 而且， 电容 电压 wc 始终 跟着 输入 电压 u(t) 的 变化 而 变化 。 从 控制 的 观点 看 ， 
就 是 状态 变量 x 受 输入 量 u(t) 的 控制 ,或 者 说 该 电路 的 状态 是 能 控 的 。 

系统 状态 不 完全 能 控 的 模拟 结构 图 ， 如 图 3-2 所 示 。 图 中 ， 系 统 有 两 个 状态 变量 x, ，” ， 
其 中 ,x, 受 控 于 系统 的 输入 量 w， 换 句 话 
说 ,输入 量 w 的 变化 会 引起 x, 的 变化 ; x 
与 系统 的 输入 量 无 关 ， 或 者 说 x, 不 受 系统 
的 输入 量 的 控制 ， 因 此 ， 该 系统 状态 是 不 完 
全 能 控 的 。 状 态 不 完全 能 控 的 系统 通常 简称 
为 状态 不 能 控 系 统 。 

图 3-3 是 能 控 系统 的 模拟 结构 图 ， 从 图 图 3-2 不 完全 能 控 系统 的 模拟 结构 图 
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图 3-1 RC 电 桥 电路 
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中 可 看 出 ， 系 统 的 两 个 状态 变量 x, 、x, 都 受 控 于 系统 的 输入 量 w， 因 此 ， 该 系统 的 状态 都 是 
能 控 的 。 











3-3 ”能 控 系 统 的 模拟 结构 图 














从 上 面 的 例子 可 看 出 ， 系 统 的 状态 是 否 能 控 ， 不 但 与 系统 的 结构 和 参数 有 关 ， 而 且 还 与 
输入 量 的 作用 点 也 有 关 。 

二 、 能 观测 性 的 基本 概念 

系统 能 观测 性 关心 的 核心 问题 是 ， 状 态 变量 x 能 否 从 输出 量 y 中 检测 出 来 。 


图 3-4 的 有 妨 电 路 中 ， 铬 选取 两 个 电感 上 的 电流 局 IH 19 
和 忆 分 别 作为 状态 变量 加 、 忆 ，x(?) 为 输入 量 ，y() 0 


为 输出 量 。 
根据 “电路 ”知识 ， 用 第 一 章 介绍 的 方法 可 求 出 
系统 的 状态 空间 描述 方程 为 


a 
a _2)* tlo) ;7= —1)x 


用 第 二 章 介 绍 的 方法 可 求 出 系统 状态 转移 矩阵 
2 E., | 
e 二 
2 Be 人 


x = esx(0) + [eol —7)d7 





状态 方程 的 解 为 





于 是 ， 系 统 输出 
y = cx = ce%x(0) + ce bu —7)d7 


设 电路 的 初始 状态 为 x(0)。 为 了 便于 讨论 , 令 输 入 为 零 ， 只 考虑 初始 状态 下 系统 的 

输出 量 可 得 
y=ce"x(0) =[x.(0) -x(0)]Je™™ 

输出 y 表明 ， 它 只 是 与 状态 间 的 误差 值 有 
关 ， 也 就 是 说 ， 并 不 能 从 系统 的 输出 值 中 确定 
出 各 个 状态 值 ， 因 此 ， 电 路 是 不 能 观测 的 。 

图 3-5 为 一 种 不 完全 能 观测 系统 的 模拟 结构 
图 。 从 图 中 看 出 ， 系 统 的 输出 值 完全 与 第 3 个 
状态 变量 无 关 ， 换 句 话 说， 不 能 从 系统 的 输出 
值 中 检测 出 第 3 个 状态 变量 。 


u 








图 3-5 一 种 不 完全 能 观测 系统 的 模拟 结构 图 
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第 二 节 ”线性 定常 系统 的 能 控 性 及 其 判 据 


一 、 状 态 能 控 性 定义 
线性 定常 系统 的 状态 方程 为 
x =Ax+bu 
如 果 存 在 一 个 分 段 连续 的 输入 u(:) ， 能 在 有 限时 间 [, ti1] 内 ,使 系统 由 某 一 初始 状态 
x( 为 ) 转 移 到 指定 的 任 一 终端 状态 x(t;) ， 则 称 此 状态 是 能 控 的 。 如 果 系 统 的 所 有 状态 都 是 能 
控 的 ， 则 称 系统 是 状态 完全 能 控 的 ， 或 简称 系统 是 能 控 的 。 寿 其 中 有 一 个 状态 不 可 控 ， 就 称 
系统 是 状态 不 完全 能 控 的 ， 或 简称 系统 是 不 能 控 的 。 

两 点 说 明 : 

1) 对 于 初 妈 状态， 定义 中 指 的 是 状态 空间 中 的 任意 坐标 点 。 寿 初始 状态 特 指 是 坐标 原 
点 ， 控 制 的 目标 是 状态 空间 中 的 任 一 终端 状态 ， 常 称 系统 是 状态 能 达 的 。 要 注意 的 是 ， 对 于 
连续 定常 系统 ， 系 统 的 能 控 性 和 能 达 性 是 等 价 的 ， 就 是 说 ， 能 控 的 系统 一 定 是 能 达 的 ， 能 达 
的 系统 一 定 是 能 控 的 ， 因 为 ， 连 续 系统 的 状态 转移 矩阵 是 非 奇异 的 。 

2) 为 了 计算 和 讨论 的 方便 ， 常 假定 初始 时 刻 i =0， 初 始 状 态 的 坐标 点 在 状态 空间 中 的 
x(0) ， 而 终端 状态 指定 为 坐标 的 原点 x(5) =0。 如 果 控 制 的 终端 目标 不 在 坐标 原点 ， 完 全 
可 以 通过 坐标 平移 ， 使 其 在 新 的 坐标 系 下 处 在 坐标 原点 上 ， 这 不 会 影响 结果 的 正确 性 。 

二 、 状 态 能 控 性 判 据 

线性 定常 系统 状态 能 控 性 判 据 ， 有 三 种 形式 ， 一 种 是 按 标准 型 状态 方程 的 方法 去 判定 ; 一 
种 是 通过 线性 变换 的 方法 去 判定 ; 第 三 种 是 根据 “能 控 性 矩阵 的 秩 ” 方 法 去 判定 。 分 述 如 下 .、 

方法 一 ”有 具有 标准 型 状态 方程 的 判 据 

若 系统 矩阵 具有 标准 型 的 状态 方程 ， 则 判定 系统 状态 是 否 能 控 的 方法 比较 简单 。 

判 据 一 ” 吞 系 统 矩 阵 4 为 对 角 线 型 4 且 特 征 值 互 不 相同 





1 0 B, 
于 B, 

A 和 B= 
0 1, B, 


/nxn 


则 系统 状态 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 单 输入 - 单 输出 系统 ， 输 入 矩阵 如 没有 零 元 素 ; 对 
于 多 输入 系统 ， 输 入 和 矩阵 召 无 全 零 行 。 
判 据 的 严格 证 明 从 略 。 只 通过 如 下 例 加 于 解释 和 说 明 。 
若 系统 状态 方程 为 
0 
% 三 X+ u 
0 1) \, 


X11=Axi +bu 


写成 微分 方程 组 


,=Ax + bu 


奉 b、b, 均 不 为 0， 从 微分 方程 组 可 看 出 ，% ，、%%, 与 输入 wu 都 有 关 ， 即 x, 、x, 都 能 受到 输 
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入 的 控制 ,该 系统 是 能 控 的 。 
若 系统 状态 方程 为 


。 (4 0 0 
“一 0 wf lo, 


X11=Aix 


写成 微分 方程 组 


Xs =A,x, +bu 
若 5b, =0，b, 承 0， 从 微分 方程 组 可 看 出 ，% , 与 输入 无关， 即 x, 不 能 受 输 入 zx 的 控制 ， 
系统 是 不 完全 能 控 的 ， 或 系统 是 不 能 控 的 。 
例 3-1 有 如 下 两 个 线性 定常 系统 ， 判 断 其 能 控 性 。 
系统 1 系统 2 
=7 0 














0 -1 


解 根据 判 据 一 ， 系统 1 不 能 控 ; 系统 2 能 控 。 
系统 1 的 模拟 状态 结构 图 如 图 3-6 所 示 。 
判 据 二 ” 若 系 统 和 矩阵 4 为 约 当 型 了 且 一 个 特征 值 
只 对 应 一 个 约 当 块 
41 1 1 bl! bi 














0 42 人 x4 04 ba 
则 系统 状态 能 控 的 充分 必要 条 件 是 : 图 3-6 例 3-1 系统 1 的 模拟 状态 结构 图 
1) 输入 矩阵 BB 中 对 应 于 互 异 的 特征 值 的 各 行 ， 没 
有 一 行 的 元 素 全 为 零 。 
2) 输入 和 矩阵 召 中 与 每 个 约 当 块 最 后 一 行 相对 应 的 各 行 ， 没 有 一 行 的 元 素 全 为 零 。 通 过 


例子 予以 说 明 。 
41 1 :0 0 
X = 4 0 二 02 u 
0 0 


若 系统 状态 方程 为 
系统 状态 是 能 控 的 。 因 为 对 应 的 3 个 一 阶 微分 方程 中 ， 都 含有 输入 量 w。 
若 系统 状态 方程 为 





--------------t----- || 
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输入 抢 阵 如 中 出 现 全 零 行 ， 系 统 状态 是 不 能 控 的 。 实 际 上 ， 对 应 的 3 个 一 阶 微分 方程 中 ， 
有 不 含 输入 量 Uu 的 。 


判 据 三 ”车 系统 的 状态 方程 是 能 控 标 准 型 ， 即 
; 0 1 0 0 .:. 0 0 
1 Ni 
. 0 0 1 0 0 
MX 7 NX 
.|= : .| 二 u 
0 0 0 0 1 ; 0 
n TU 的 一” 1 


则 系统 一 定 是 状态 能 控 的 。 
方法 二 ”通过 线性 变换 方法 的 判 据 
第 二 章 指出 ， 线 性 变换 不 会 改变 系统 特征 值 ， 实 际 上 也 不 会 改变 系统 能 控 性 的 条 件 。 
此 ， 对 于 一 般 的 系统 ， 设 状态 方程 为 





x =Ax+Bu (3-1) 
若 系统 矩阵 4 的 特征 值 互 异 ， 则 一 定 可 以 选取 变换 矩阵 了， 并 令 x =Tz， 可 使 式 (3-1) 
的 系统 和 矩阵 4 变换 为 对 角 线 A 型 ， 变 换 后 的 状态 方程 为 
z =Az+T Bu (3-2) 
判 据 四 车 系 统 矩 阵 4 的 特征 值 互 异 ， 通 过 线性 变换 变 成 式 (3-2) 的 形式 ， 则 系统 状 
态 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ， 控 制 矩阵 了: 的 各 行 没有 0 元 素 。 对 于 多 输入 系统 ， 控 制 矩 阵 
TTB 的 各 行 元 素 没有 全 为 0 的。 
若 系 统 窃 阵 4 的 特征 值 有 相 异 也 有 相同 的 ， 则 一 定 可 以 选取 一 变换 矩阵 了， 并 令 x = 
Tz， 可 使 式 (3-1) 系统 矩阵 4 变换 成 约 当 J 型， 变换 后 的 状态 方程 为 
2 =Jz+T Bu (3-3) 
判 据 五 ” 吞 系统 矩阵 4 的 特征 值 有 相 异 也 有 相同 时 ， 先 通过 线性 变换 变 成 式 (3-3) 的 
形式 ， 则 系统 状态 能 控 的 充分 必要 条 件 是 
1) 控制 矩阵 7 下 中 对 应 于 互 异 特征 值 的 部 分 ， 它 的 各 行 元 素 ， 没 有 全 为 0 的 。 
2) 控制 矩阵 TB 中 对 应 于 相同 特征 值 的 部 分 ， 它 与 每 个 约 当 块 最 后 一 行 相对 应 的 一 
行 的 元 素 ， 没 有 全 为 0 的。 
例 3-2 有 如 下 两 个 线性 定常 系统 ， 判 断 其 能 探 性 。 
系统 1 系统 2 


























解 ”根据 判 据 五 ， 系 统 1 能 控 ; 系统 2 不 能 控 。 

方法 三 “能 控 性 矩阵 秩 ” 判 据 

能 控 性 矩阵 秩 判 据 ， 是 直接 通过 系统 矩阵 4 和 输入 矩阵 刀 构造 一 个 新 矩阵 M， 常 称 新 
和 矩阵 M 为 能 控 性 矩阵 
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M=(B,AB,A’B,.…,A"-'B) (3-4) 


判 据 六 设 n 阶 系统 状态 方程 
x =Ax+Bu 
式 中 , x 为 于 维 状态 向 量 ; 4 为 xn 系统 矩阵 ; B 为 n xr 输入 矩阵 ; zu 为 r 维 输入 向 量 。 
则 系统 状态 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ， 由 A 和 B 构成 的 能 控 性 矩阵 式 (3-4) ， 即 
M=(B,AB,A’B,.…,A"-'B) 
为 满 秩 ， 即 rankM =n。 否 则 ，rankM <n 时 ， 系 统 状态 不 能 控 ， 简 称 系 统 不 能 控 。 
证 明 由 第 二 章 式 (2-14) ， 状 态 方程 的 解 为 





wl [ er? Baulr) dr (3.5) 
不 失 一 般 性 ， 假 定 系统 由 初始 状态 x(0) 能 被 控制 到 坐标 原点 ， 即 x(#t) =0。 式 (3-5) 可 
写成 

0 = eva(0) + | er Bu(r)dr 
或 1 [eBu(r)dr (6) 
根据 凯 莱 -哈密 顿 定理 有 er = Tar)A" Ca) 
把 式 (3-7) 代入 式 (3-6) 


4(0) =- STA"B [oT ur) dr (人 


由 于 4 是 一 个 确定 的 时 间 ， 所 以 式 (3-8) 中 的 积分 是 个 定 积分 ， 对 于 不 同 的 a 总 有 一 积 
分 值 ， 设 积分 值 为 


| enulr)dr = ,, m=0,1,2,.…,n-1 (3-9) 
CT) 为 向 量 ， 故 z 也 为 向 量 
Wl 
| (3-10) 
三 


于 是 , 式 (3-8) 可 写成 为 


用 矩阵 形式 表示 : 
xz(0) = -(B AB AB : 4B)| |= -Mu (3-11) 
式 (3-11) 中 , x(0) 是 nn 维 向 量 , 方程 组 中 应 有 个 方程 因此， 应 有 n 个 待 求 的 未 
知 量 w。 若 年 阵 M 中 有 个 线性 无 关 的 列 向 量 ， 即 矩阵 M 的 秩 为 满 秩 时 ， 则 式 (3-11) 一 


第 三 音 ” 线 性 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 
定 有 解 ， 一 定 能 


， 一 定 能 找到 wu。，u, ，…，u,_1， 使 系统 在 有 限时 间 间 隔 (# ~0) 内 ， 从 初始 状态 
x(0) 转 移 到 x(ti) =0。 所 以 ， 系 统 完全 能 控 的 条 件 是 能 控 性 矩阵 





M=(B AB A’B :. A"-'B) 
的 秩 为 n， 即 rankM =n。 


证 毕 。 


例 3-3 判别 如 下 系统 的 能 控 性 : 


能 控 性 矩阵 的 秩 : 
2 -4 0 
rankM =rankl0 1 0 |=3 
| | -5 
因为 n=3 








， 能 控 性 矩阵 的 秩 也 等 于 3， 满 秩 ， 故 系统 的 状态 完全 可 控 。 
例 3-4 设 系统 状态 方程 为 


若 要 求 系统 状态 可 控 ， 试 求 a、2 的 值 。 
解 ”构造 能 控 性 矩阵 


1 b 
M=(b : Ab) -| | 
bp ab-l 
今 


IM|=ab -1-b’z0 
即 可 满足 可 控 性 条 件 ， 于 是 有 
Q& 天 1 + 

通过 上 面 的 介绍 和 讨论 ， 有 如 下 结论 : 
1) 系统 的 能 探 性 ， 是 由 状态 方程 中 的 系统 矩阵 4 和 输入 矩阵 B 决定 的 。 由 于 系统 矩阵 


A 是 由 系统 的 结构 和 参数 决定 的 ， 而 输入 矩阵 B 是 与 控制 信号 的 作用 点 有 关 ， 所 以 ， 换 句 
话说 ， 系 统 的 能 控 性 ， 完 全 由 系统 的 结构 、 参 数 以 及 控制 信号 作用 点 来 决定 。 
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2) 在 系统 矩阵 4 为 对 角 线 标准 型 时 ， 若 输入 和 矩阵 召 出 现 全 0 行 ， 则 与 之 对 应 的 是 不 含 
输入 量 zx 的 齐 次 微分 方程 ， 这 就 意味 着 该 状态 变量 不 可 能 在 有 限时 间 内 衰减 到 零 状态 ， 系 统 
是 不 能 控 的 。 

3) 在 系统 矩阵 4 为 约 当 标准 型 时 ， 由 于 前 一 个 状态 总 是 受 下 一 个 状态 的 控制 ， 所 以 ， 
只 有 当 输 入 矩阵 五 中 相应 于 约 当 块 的 最 后 一 行 的 元 素 出 现 全 0 时 ， 则 与 之 对 应 的 是 不 含 输 
入 的 一 齐 次 微分 程 ， 也 就 意味 着 该 状态 不 受 输入 v 的 控制 ， 因 此 ， 系 统 是 不 能 控 的 。 

三 、 输 出 能 控 性 及 其 判 据 

系统 输出 能 控 性 所 关心 的 问题 是 ， 系 统 的 输入 量 对 系统 输出 量 的 控制 能 力 如 何 。 对 于 线 
性 定常 系统 





x =Ax+Bu 
y=Cx 
式 中 , x 为 nn 维 状态 向 量 ; 4 为 n xn 系统 矩阵; B 为 n xr 输入 和 矩 阵 ; wu 为 7 维 输入 向 量 ; y 
为 m 维 输出 呵 量 ; C 为 m xn 维 输出 矩阵 。 
如 果 存 在 控制 作用 w(i:)， 能 在 有 限时 [i,， 十] 内 ， 使 给 定 的 任 一 系统 初始 输出 y(1) 
转移 到 指定 的 任 一 终端 输出 y(t)， 则 称 系 统 输出 是 完全 能 控 的 。 简 称 系统 输出 能 控 。 
可 以 证 明 ， 当 下 面 输出 能 控 性 矩阵 
QO=(CB CAB C42B :.. CA"-'B) (3-12) 
的 秩 等 于 m， 即 rankQ =m 时 ， 系 统 输出 是 完全 能 控 的 。 
例 3-5 已 知 系统 





分 析 系 统 的 状态 能 控 性 和 输 # 


能 控 性 。 
解 ”系统 的 状态 能 控 性 矩阵 





1 -2 
让 


因为 n=2, rankM =1<2， 所 以 ， 系 统 的 状态 不 完全 能 控 。 
系统 的 输出 能 控 性 矩阵 

Q=(cb chAb)=(1 -2) 
因为 m=1，rankQ =1， 所 以 ,系统 的 输出 完全 能 控 。 


第 三 节 ”线性 定常 系统 的 能 观测 性 及 其 判 据 


控制 系统 大 多 采用 反馈 控制 方式 ， 在 现代 控制 理论 中 ， 其 反馈 信息 是 由 系统 的 状态 变量 
组 合 而 成 。 但 并 非 所 有 的 系统 的 状态 变量 在 物理 上 都 能 测 取 到 ， 于 是 提出 能 否 通过 对 输出 的 
测量 获得 全 部 状态 变量 的 信息 ， 这 便 是 系统 的 能 观测 问题 。 

能 观测 性 是 研究 状态 和 输出 量 的 关系 ， 即 通过 对 和 输出 量 在 有 限时 间 内 的 测量 ， 能 否 把 系 
统 的 状态 识别 出 来 。 实 质 上 ， 可 归结 为 对 初始 状态 的 识别 问题 。 
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一 、 能 观测 性 的 定义 
设 线性 定常 系统 的 状态 空间 描述 为 
X=Ax+Bu xeR"”,ueR 
y=Cx yeR” 
如 果 对 任意 给 定 的 输入 w(t) 存在 一 有 限 观 测 时 间 i; > ,使 得 根据 [i6, 4] 期 间 的 输出 y(1)， 
能 惟一 地 确定 系统 在 初始 时 刻 i 的 初始 状态 x (4)， 则 称 初始 状态 x(i,) 是 能 观测 的 。 因 而 
状态 x(1) 也 就 是 能 观测 的 , 知 系 统 的 每 一 状态 都 是 能 观测 的 , 则 称 系 统 是 状态 完全 能 观测 
的 , 或 简称 系统 是 能 观测 的 。 
现 对 上 述 定 义 作 如 下 几 点 说 明 : 
1) 在 定义 中 之 所 以 把 能 观测 性 规定 为 对 初始 状态 的 观测 ， 是 因为 一 旦 确定 了 初始 状 
态 ， 便 可 根据 给 定 控制 输入 ， 利 用 状态 转移 方程 


x(0) = -xz(o) + | dr)Bu(r)dr 


求 出 各 个 瞬时 的 状态 。 

2) 能 观测 性 表示 的 是 y(t) 反映 状态 向 量 x(t) 的 能 力 ， 与 控制 作用 没有 直接 的 关系 ， 
所 以 在 分 析 能 观测 问题 时 ， 不 妨 令 zx= 0, 这 样 只 需 从 齐 次 状态 方程 和 输出 方程 出 发 进行 分 
析 ， 也 可 用 符号 之 (4，C) 表 示 。 

3) 从 输出 方程 可 以 看 出 ,如 果 输 出 y 的 维 数 等 于 状态 x 的 维 数 ， 即 m =n， 并且 C 阵 是 
非 奇 异 的 , 则 求解 状态 是 十 分 简单 的 ， 只 需 将 输出 方程 





y(t) =Cx(1) 
两 边 左 乘 以 C™， 即 得 任意 时 刻 1 的 状态 
x(t) =C y(t) 





显然 , 这 是 不 需要 观测 时 间 的 。 可 是 在 一 般 情况 下 , 输出 量 的 维 数 总 是 小 于 状态 变量 的 个 
数 , 即 m <n, 为 了 能 惟一 地 求 出 n 个 状态 变量 , 不 得 不 在 不 同 的 时 刻 测量 几 组 输出 数据 
y(40) ,y(t1)，…, y(ti), 使 之 能 构成 n 个 方程 式 。 倘 车, 4 ，…, ti 相隔 太 近 , 则 y(to)， 
yy 人)，…, 7 二) 的 数值 可 能 相差 无 几 ， 上述 n 个 方程 即使 在 结构 上 是 独立 的 , 其 独立 性 也 会 
被 破坏 。 因 此, 在 能 观测 性 定义 中 , 需要 观测 时 间 4 二 4。 

二 、 能 观测 性 判 据 

能 观测 判 据 也 有 两 种 方法 : 一 种 是 对 系统 进行 坐标 变换 ， 将 系统 的 状态 空间 描述 变换 为 
约 当 标准 型 ， 然 后 根据 标准 型 下 的 C 阵 ， 判 别 其 能 观测 性 ; 另 一 种 方法 是 直接 根据 4 阵 和 
C 阵 进行 判 据 。 
1. 约 当 标准 型 判 据 
现 分 两 种 情况 叙述 如 下 : 
(1) 4 为 对 角 线 矩阵 
状态 方程 
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y=Cx 
系统 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 C 阵 不 包含 元 素 全 为 零 的 列 。 
(2) 4 为 约 当 标准 型 矩阵 
xX =Jx xeR” 
y=Cx yeR”™ 
4 的 特征 根 41(o 重 ), 4,(o, 重 ), …, 4,(o, 重 ) 





且 OI +0,+***+0),=n 
J 
J 
J = C =(C, CC, C)) 
(nxn) 。 (mxn) 
J 
上 式 中 
4, 1 
A 
J.; = = (Ci Cy Ci,,) 
1 (mxoi) 
而 
(i=1,2, …, 1/) 


系统 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 C, (i =1, 2, …, 1) 不 包含 元 素 全 为 零 的 列 。 即 在 C 阵 
中 , 对 应 于 每 个 约 当 块 的 第 1 列 的 元 素 不 全 为 零 。 

对 一 般 形 式 的 系统 , 与 能 控 性 一 样 , 可 先 变 换 成 约 当 标准 型 ,再 作 判 别 。 

这 里 要 指出 的 是 ， 与 能 控 性 判别 的 情况 一 样 ， 当 相 重 特征 根 不 对 应 单一 约 当 块 时 ， 对 多 
输出 系统 ， 若 与 相 重 特征 根 的 每 个 约 当 块 相对 应 的 C 阵 中 那些 首 列 均 为 列 线性 无 关 时 ， 该 
特征 根 所 对 应 的 状态 为 能 观测 的 。 








2. 秩 判 据 
线性 定常 系统 
X=Ax x(to) =xo a 
y=Cx 
其 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 由 4 、C 构成 的 能 观测 性 判别 矩阵 
C 
C4 
N=| . 
C4"… 
满 秩 ， 即 rankN =n 


~ 


证 明 由 式 (3-13) 解 得 





X(t) =p(t -to) Xo 
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从 式 (3-8), 有 


路 (一 to) 2 Bi( 时 10)4 


其 中 Bi(t -to) 三 Do tt) 
于 是 y(1) = Cx(1) = DB- 1) CA 
C 
CA 
=Bl Bl BD i (3-14) 
C4" 


因此 , 根据 在 时 间 区 间 tt 测量 到 的 y(t), 要 能 从 式 (3-14) 唯 一 地 确定 x,。， 即 完全 能 观 
测 的 充分 必要 条 件 是 nm xn 矩阵 


的 秩 为 n。 判 据 得 证 。 
能 观测 性 判别 矩阵 N 或 称 为 (4，C) 对 ， 当 N 满 秩 时 , 则 称 (4，C ) 为 能 观测 性 矩阵 对 ， 
也 可 写成 


NT =(Cr 4TCT ... (47)"-1C7) 
例 3-6 判别 下 列 系 统 的 能 观测 性 
(1) -7 0 0 
X =| 0 -2 0|x 
0 0 1 
有 0 | 
y= x 
0 3 1 
(2) 
-2 1 
0 二 
= 3 x 
0 3 
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解 (1) 系 统 为 能 观测 ;(2) 系 统 为 不 能 观测 。 
例 3-7 给 定 系统 的 动态 方程 为 


试 判别 它 的 能 观测 性 。 
解 ” 系 统 的 能 观测 性 判别 矩阵 为 


C 0 -6 
N= 学 
C4 0 30 
显然 ,rankN =1 <n=2, 故 系统 不 能 观测 。 


例 3-8 试 以 三 阶 能 观测 标准 型 的 系统 为 例 ,说 明 它 必定 是 能 观测 的 。 
解 三 阶 能 观测 标准 型 














— a, 
由 y=(0 0 1)x 
cA=(0 1 -a,) 
c4 =(1 -a, -al+a;) 
得 c 0 0 1 
N=|icA |1=10 1 — a, 
cA’ 1 -a, -al+a? 








辐 


显然 , 三 角形 和 矩阵 N, 不 管 ww 、o 为 何 值 , 其 秩 均 为 3, 故 系统 总 是 能 观测 的 。 
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1. 离散 系统 的 能 控 性 定义 
对 于 并 阶 线性 定常 离散 系统 
x(k+1)=Gx(k) +Hul(k) ueR’ (3-15) 
若 存 在 一 控制 作用 序列 w(0), wu(1),…, u(1) (1<n) 能 将 某 个 任意 初始 状态 x(0) =xo 在 第 
/ 步 上 到 达 零 状态 , 即 x(71) =0, 则 称 此 状态 是 能 控 的 。 若 系统 所 有 状态 都 是 能 控 的 , 则 称 此 
系统 是 状态 完全 能 控 的 , 或 简称 系统 是 能 控 的 。 
2. 离散 系统 的 能 控 性 判 据 
线性 定常 离散 系统 (3-15 ) 为 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 是 其 能 控 性 判别 矩阵 
M=(H GH GH … GH) (3-16) 
满 秩 , 即 rankM =n 
证 明 ”离散 系统 状态 方程 求解 公式 为 





生 
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x(k) =G'x(0) + 三 cm (3-17) 
设 在 第 1 步 上 能 使 初始 状态 x(0) 转 移 到 零 ， 于 是 式 (3-17) 便 可 写成 


0 =G'x(0) + 了 GramuOn 
j=0 


1-1 


即 G'x(0)= - 2,6™ Hu()) = - [Hu(l-1) +GHu(l -2) +:… +G' Hu(0)] 
写成 矩阵 形式 | 
u(l-1) 
1=1 ul(l-2) 1 
(H GH … GH) . = -Gx(0) (3-18 ) 
u(0) 


这 是 一 个 非 齐 次 线性 方程 , 由 线性 方程 解 的 存在 性 定理 知 ， 欲 从 式 (3-18 ) 中 解 出 控制 矢量 序 
列 z(0) ,za(1) ,2 的 充分 必要 条 件 是 该 方程 的 矩阵 ( 吾 GH … 6G 一 万 ) 的 秩 等 于 
， 即 





rankM =rank(H GH … GH)=n (3-19) 

上 面 推导 表明 , 欲 使 系统 的 任意 初始 状态 x(0) 在 第 1 步 上 转移 到 零 状 态 ,其 状态 方程 的 
GH 阵 满足 式 (3-19 ) 的 条 件 。 

对 于 单 输入 系统 , 五 是 nx1l 和 矩阵 , 故 使 式 (3-19) 成 立 的 1 值 必 须 大 于 或 等 于 n。 但 是 可 
以 证 明 , 对 于 单 输入 离散 系统 , 若 不 能 使 初始 状态 在 第 n 步 上 转移 到 零 ， 则 在 第 n 步 以 后 的 
各 步 上 也 不 能 转移 到 零 。 于 是 , 式 (3-19) 中 的 1 应 等 于 n。 

对 于 输入 多 系统 , 其 能 控 判 别 矩 阵 M 是 一 个 nxrl 和 矩阵 , 使 此 半 x 巡 维和 矩阵 的 秩 等 于 mm， 
其 1 值 将 取决 于 五 阵 的 秩 : 若 rankH =1, 则 多 输入 系统 和 单 输入 系统 一 样 ，/ = n; 若 
rankH >1, 使 满足 式 (3-19 ) 的 ! 值 可 以 小 于 mm。 考虑 到 上 述 两 种 情况 ,统一 规定 1 =n。 

例 3-9 已 知 离散 系统 状态 方程 为 








1 0 0 1 
x(k+1)= 2 -2|,x(k)+|2 |,u(k) 
-1 1 0 1 














试 判别 其 能 
解 ” 按 式 (3-16) 构 造 能 控 性 判别 和 矩阵 


1 
M=(h Gh en- 
1 


一 一 





1 
| 
1 
显然 , rankM =1<n=3, 所 有 系统 是 不 能 控 的 。 

例 3-10 已 知 离散 系统 的 (GG, 五) 阵 为 


1 2 :=l 1 0 
G=I0 1 0 | HH=I0 1 
10 3 0 0 











试 判 别 其 能 控 性 。 
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解 ” 首 先 计 算 

2 -IN 0 1 2 

oo 1 0 | 中 | 

0 3 人 0 0 1 0 
1 2 1NAL 2 0 4 
GH=G oo 1 | 中 
1 0 3 八 0 4 2 
10 12 0 4 
于 是 M=(H GH so 1010 1 
00104 2 





rankM =3 满 秩 ， 故 系统 是 能 控 的 。 

在 多 输入 系统 中 , 能 控 性 判别 矩阵 M 是 一 个 xm 矩阵, 有 时 并 不 需要 对 整个 M 阵 检 验 
其 秩 , 可 以 对 (G GH), (G GH GH),…, 按 顺 序 逐 步 检 查 其 秩 , 一 旦 其 秩 达 到 nn, 即 可 
停止 , 且 步 数 可 以 作为 能 探 性 的 一 种 指标 。 对 于 本 例 ， 只 取 前 两 步 就 够 了 。 

二 、 离 散 系统 的 能 观测 性 

1. 离散 系统 的 能 观测 性 定义 

对 于 线性 定常 离散 系统 





x(k+1) =Gx(k) 
y(k) =Cx(k) yeR"” 
车 能 够 根据 在 有 限 个 采样 瞬间 上 量 测 到 的 y(k) , 即 y(0) ,yy(1),…, y(7), 可 以 唯一 确定 出 
系统 的 任意 初始 状态 x(0) , 则 称 系统 是 状态 能 观测 的 。 
2. 离散 系统 的 能 观测 性 判别 
线性 定常 离散 系统 式 (3-20 ) 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 能 观测 判别 矩阵 


(3-20 ) 


C 
CG 
N=| CG (3-21) 
CG” -1 
的 秩 为 n, 即 rankN =n 
证 明 根据 状态 方程 的 求解 公式 , 从 0 ~n -1 各 采样 瞬时 的 观测 值 为 





y(0) =Cx(0) 
y(1)=Cx(1) =CGx(0) 
y(2) =Cx(2) =CG2x(0) 


y(n-1)=Cx(n-1)=CG" x(0) 
写成 矩阵 形式 
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C y(0) 
CG y(1) 
CG Kk(0)=| y(2) 


CG"-! (n-1) 

或 写成 Nx(0) =y 
这 是 一 个 含有 个 未 知 数 的 mn 个 方程 的 线性 方程 组 ，x(0) 有 了 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 其 系 
数 和 矩阵 的 秩 等 于 n， 于 是 定理 得 证 。 

比较 连续 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 判别 可 知 ， 只 要 把 连续 系统 中 的 A、B 分 别 换 成 G、 
HH 即 为 离散 系统 的 判别 准则 。 但 需要 指出 的 是 ， 连 续 系 统 的 能 控 性 与 能 达 性 是 完全 一 致 的 ， 
而 离散 系统 则 只 在 G 为 非 奇异 时 ， 其 能 控 性 才 与 能 达 性 一 致 。 一 般 情况 下 把 连续 系统 的 能 
控 性 结论 推广 到 离散 时 间 系 统 时 得 到 的 是 能 达 性 结论 。 

例 3-11 设 离散 系统 的 (G,，C) 阵 为 











试 判别 其 能 观测 性 。 
解 由 式 (3-21) 得 





1 0 0 
0 1 0 
2 0 3 
rankN = rank =3 
-1 -2 0 
4 3 12 
4 -3 


故 系统 完全 能 观测 。 

三 、 采 样 周期 对 离散 化 系统 能 控 性 和 能 观测 性 的 影响 

一 个 线性 连续 系统 在 其 离散 化 后 的 能 控 性 和 能 观测 性 是 否 发 生 改 变 ， 这 是 在 设计 计算 机 
控制 系统 时 所 需 考虑 的 一 个 基本 问题 。 下 面 将 通过 一 个 具体 例子 的 分 析 ， 引 出 离散 系统 能 控 
性 和 能 观测 性 的 一 些 结论 。 

设 连续 系统 的 状态 空间 描述 为 


y=(1 0)x 
其 能 控 判别 矩阵 MM 和 能 观测 判别 矩阵 N 分 别 为 


re 


显然 , 该 连续 系统 是 能 控 且 能 观测 的 。 
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取 采 样 周期 为 了, 将 系统 离散 , 计算 








G =e =L 1((sT-A) 1)=L! 








sinoT 
coswT 一 一 一 
一 (CU 


一 wsinw7 cosw 了 





sinwT 
h = | eB = [| WE Cy 
-wsinwT coswT/\l 
] -cosw7 
wo 
| sinoT 
wo 


于 是 , 离散 系统 的 能 控 性 判别 矩阵 


2 2 
1 -coswoT coswT -cos wT +sin oT 
2 











M=(h Gh)=| “ 
sinwoT 2sinwTcosoT - sin 了 
w w 


而 能 观测 性 判别 矩阵 





1 0 
N= | 三 sinoT 
cG cosoT , 


det M = 6 (cosw7 -1]1) 
w 


sinoT 
an en 


当 T= (k=1, 2,…)，, 则 有 
det M=0, det N=0 
可 见 ， 欲 使 离散 系统 是 能 控 及 能 观测 的 ,其 采样 周期 应 满足 
和 (k=1, 2, .……) 
CU 

由 此 可 知 ， 将 原来 是 完全 能 控 能 观测 的 连续 系统 离散 化 后 ， 如 采样 周期 选择 不 当 ， 也 可 能 使 
离散 化 的 系统 变 成 不 能 控 和 不 能 观测 的 。 

在 上 面 分 析 的 基础 上 ， 可 得 出 如 下 结论 : 

1) 如 果 连 续 系 统 (A4, B, C) 是 不 能 控 (不 能 观测 ) 的 ， 则 其 离散 后 的 系统 
i(G, 五 , C) 也 必 是 不 能 控 (不 能 观测 ) 的 。 

2) 如 果 连 续 系 统 (4, B, C) 是 能 控 (能 观测 ) 的 ， 则 其 离散 后 的 系统 Yj;(G, H, C) 
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不 一 定 能 控 (能 观测 ) 的 。 


3) 离散 后 的 系统 ,(G, 如，C) 是 否 保持 能 控 (能 观测 ) 性 ,将 取决 于 采样 周期 。 保 
持 能 控 (能 观测 ) 性 的 一 个 充分 条 件 是 一 切 满足 R.(4; -4) =0 的 特征 值 ， 均 使 
2kT™ 
7 了 一 一 一 
L(A;—4,) 
成 立 。 其 中 4 ,和 4 表示 4 的 全 部 特征 值 中 两 个 实 部 相等 的 特征 值 。 例 如 若 4 有 ( -1+7)， 
( -1t+ 户 )， 这 样 4 个 实 部 相等 的 特征 值 ， 则 了 的 选择 应 满足 





(k= +1, +2,.: 

















2k™m 25KT 
Tz Ne 
1-(-1) 1-(-2) 
2k 
[7 无间 六 | 
即 Tz km, Tz 3 hm (k=1,2,..) 





这 里 需要 说 明 ， 当 4, 和 4 是 实 根 ,不论 它 们 相等 与 否 ,，7 的 选择 不 受 此 限制 ( 当然 要 满 
足 香 农 定理 ) ， 只 有 当 特 征 值 中 有 共 箔 复 根 时 ，7 的 选择 才 受 上 式 限制 。 
例 3-12 试 分 析 下 列 系统 离散 前 后 的 能 控 能 观测 性 











y=(0 1)x 
解 ” 利 用 判 据 可 知 ， 原 系统 是 能 控 能 观测 的 。 
特征 根 = 4,=-j 
2kT 2kT 





当 Tz 二 =T Ek=1L 2 ee 


时 ,其 离散 化 系统 


cos7 sin7 Sin 人 了 
x (k+l1) -| | (k) | jw 


一 Sin7 cosT cosT-1 
y (k) =(0 1)x (k) 
必 保 持 其 能 控 、 能 观测 性 .可 以 用 离散 系统 的 能 控 判 别 矩 阵 M 和 能 观测 判别 矩阵 NN 来 验证 之 。 


系 


线性 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 之 间 存 在 着 一 种 内 在 联系 ， 它 就 是 系统 的 对 偶 关 系 。 这 一 
联系 由 Kalman (卡尔 曼 ) 提出 并 得 到 了 论证 。 
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0 
定 两 个 线性 定常 连续 系统 
系统 1 XI1=Ax,+Bu, 系统 xX,=A,x, +B,u, 


y1 = Cx Ja = CX, 
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若 满足 下 列 关 系 

A, =Ai; B, C7 CO, =B1 

(3-22) 

则 称 这 两 个 系统 为 互 为 对 偶 系统 。 

对 偶 系 统 的 结构 示意 图 如 图 3-7 
所 示 。 

由 图 3-7 可 见 ， 互 为 对 偶 的 两 个 系 
统 ， 输 入 端 与 输出 端的 位 置 互 换 ， 信 号 
传递 方向 相反 ， 信 号 引出 点 和 综合 点 互 
换 ， 对 应 矩阵 互 为 转 置 。 

二 、 对 偶 系统 原理 






























































互 为 对 偶 的 两 个 系统 ， 它 们 的 能 控 b) 
性 和 能 观测 性 也 是 对 侦 的 5 即 系统 的 能 图 3-7 “对 偶 系 统 的 结构 图 
控 性 等 价 于 系统 2 的 能 观测 性 ， 系 统 1 的 a) 系统 1 b) 系统 2 


能 观测 性 等 价 于 系统 2 的 能 控 性 。 
证 明 设 系统 2 为 n 维 线性 定常 连续 系统 ， 若 能 控 性 判别 矩阵 
M,=(b Ab :1 A"-'b) (3-23) 
的 秩 
rankM, =rank(b Ab :1:: A ''b)=n 
即 满 秩 ， 则 系统 2 为 状态 能 控 系 统 。 
若 系 统 1 与 系统 2 是 对 偶 系 统 ， 将 式 (3-22) 代入 式 (3-23) ， 有 
hM =(cl Aict 7: (A1)" 0)=N (3-24) 
式 (3-24) 说 明 ， 系 统 2 的 能 控 性 判别 矩阵 就 是 系统 1 的 能 观测 判别 矩阵 。 因 此 ， 系 统 
1 是 能 观测 的 ， 即 系统 2 的 能 控 性 等 价 于 系统 1 的 能 观测 性 。 
同 理 可 证 ， 系 统 2 的 能 观测 性 等 价 于 系统 1 的 能 控 性 。 
三 、 对 偶 系统 的 基本 特性 
(1) 对 偶 的 两 个 系统 ,传递 函数 (和 抑 阵 ) 互 为 转 置 
Gi(s) =C[sI-Al-'B 





























G(s)=B'[sIT-A'] C=[C(sI-A)™B]'=Gi(;s) (3-25) 
(2) 互 为 对 偶 系 统 的 特征 方程 和 特征 值 相 同 
det[sT -4] =det[ST -47] (3-26 ) 








有 了 对 偶 原 理 ， 研 究 一 个 系统 的 能 控 性 问题 可 以 通过 它 的 对 偶 系 统 的 能 观测 性 问题 去 研 
究 ; 而 系统 的 能 观测 性 问题 可 以 通过 它 的 对 偶 系 统 的 能 控 性 问题 去 研究 。 这 在 控制 理论 的 研 
究 上 有 一 定 的 意义 。 

例 3-13 线性 定常 系统 

















X =Ax+bu 


y=cx 


第 三 音 ” 线 性 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 


0 0 1 1 

1 0 ,| -| c=(0 0 1) 

0 1 0 0 
判别 系统 的 能 观测 性 。 


解 (1) 对偶 系 统 的 分 析 方 法 
原 系统 的 对 偶 系 统 为 


0 1 0 0 
,=Ax,+tcu=I0 0 1 +|0 
| 1 0 0 1 


> =Db'x, =(1 0 0)x, 


式 中 4= 























Z2 




















0 1 0 
M=(b Ab 4325)=|10 0 1|; rankM =rank 
1 0 0 














判定 对 偶 系 统 的 能 控 性 。 原 系统 为 三 维 ， 能 控 性 判别 矩阵 及 其 秩 为 
对 偶 系 统 能 控 。 根 据 对 偶 原 理 ， 原 系统 能 观测 。 
(2) 原 系统 的 能 观测 性 分 析 方 法 


0 1 0 

0 0 1|=3 

1 0 0 
原 系统 的 能 观测 性 判别 矩阵 为 


C 0 0 1 
rankN=rank| cA |=rankl0 1 0|=3 
cA?’ 1 0 0 


Ear a 一 一 
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第 一 章 指出 ， 同 一 物理 系统 由 于 状态 变量 的 选择 不 同 ， 其 状态 空间 表达 式 也 不 同 。 由 于 
在 采用 状态 空间 法 分 析 与 综合 系统 时 ， 若 将 状态 空间 表达 式 变换 为 某 种 特定 的 “标准 型 ” 
或 称 为 “规范 型 ”， 往 往 可 简化 系统 的 分 析 与 综合 。 例 如 ， 采 用 “能 控 标 准 型 ”， 可 方便 对 
系统 实施 状态 反馈 ; 采用 “能 观测 标准 型 ”， 能 方便 进行 系统 状态 观测 器 的 设计 以 及 系统 参 
数 的 辩 识 。 所 以 有 必要 介绍 和 讨论 有 关系 统 能 控 标 准 型 和 能 观测 标准 型 的 问题 。 

把 非 标准 型 的 状态 空间 描述 转变 为 标准 型 的 前 题 是 ， 只 有 状态 完全 能 控 (或 完全 能 观 
测 ) 的 系统 才能 转化 为 能 控 标准 型 (或 能 观测 标准 型 )。 主 要 的 方法 是 ， 系 统 的 非 奇 异 线性 
变换 ， 理 论 的 依据 是 ， 非 奇异 线性 变换 ， 系 统 的 特征 值 、 传 递 函 数 (和 矩阵) 、 能 控 性 、 能 观 
测 性 等 重要 性 质 均 保持 不 变 。 

单 输入 - 单 输 出 线性 定常 系统 的 能 控 标准 型 和 能 观测 标准 型 ， 具 有 唯一 型 式 。 多 输入 - 
多 输出 系统 的 能 控 标准 型 和 能 观测 标准 型 ， 型 式 不 唯一 。 本 节 只 讨论 单 输 入 - 单 输出 线性 定 
常 系统 标准 型 的 相关 内 容 ， 有 关 多 输入 -多 输出 系统 的 相关 内 容 ， 请 参阅 有 关 文 献 。 

一 、 能 控 标准 型 

1. 能 控 标准 型 的 表达 式 

本 章 第 二 节 已 提 及 过 “能 控 标准 型 "。 单 输入 - 单 输出 线性 定常 系统 ， 状 态 空间 表达 


原 系统 能 观测 。 
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式 为 
=Ax.+Db 
i (3-27) 
yy 二 Cox 
若 状 态 方 程 的 系统 矩阵 4, 和 输入 矩阵 5, 具有 如 下 型 式 : 
0 1  … 0 0 
PE 0 区 最 
C 0 0 i 1 2 4. 0 局 A 
一 Cn 一 Cn -1 一 Qi 1 


则 称 式 (3-27) 为 系统 的 能 控 标准 型 ， 且 该 系统 一 定 具有 完全 能 控 性 。 

可 见 , 能 控 标 准 型 只 针对 状态 方程 的 参数 矩阵 4 和 输入 矩阵 丸 有 要 求 ， 而 对 输出 矩阵 C 
无 要 求 ， 为 任意 的 1xn 和 矩阵 。 

2. 转化 为 能 控 标准 型 方法 

设 n 阶 线性 定常 系统 ， 状 态 空间 表达 式 


x =Ax+bu 


(3-29) 
了 = cx 
若 系统 能 探 性 矩阵 
M=(b Ab … 47 520) 
的 秩 为 满 秩 ， 即 
rankM =rank(b Ab ::: A"'b)=n 


则 一 定 存在 非 奇 异 线性 变换 ,x = Tx, 或 =T-!'x, TT 为 变换 矩阵 ， 能 将 式 (3-29) 系统 变 
换 成 能 控 标准 型 式 (3-27) ， 即 


式 中 
A.=T AT,; b.=T-'b; c=0cT, (3-30) 
如 何 寻找 变换 矩阵 T.? 常常 采用 先 构建 其 逆 矩 阵 T-', 然后 对 其 求 逆 的 方法 得 到 TT,。 
T-! 的 构建 为 


i. 
tA 
7 =| (3-31) 
1 .471 
式 (3-31) 中 的 行 向 量具 ， 为 系统 能 控 性 判别 矩阵 的 闭 和 矩阵 M- 的 最 后 一 行 ， 即 
ti.=(0 1 0 1)(8 40 1 45) =(0 1 0 1)M”! (3-32) 


证 明 略 。 
因此 ， 通 过 线性 非 奇 异 变换 把 一 般 能 控 型 转变 为 标准 型 时 ， 可 先 根据 式 (3-31) 确定 出 
变换 矩阵 的 逆 和 矩阵 ， 再 对 其 求 着 得 到 。 
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例 3-14 把 下 面 系统 的 状态 空间 方程 ， 转 换 为 能 控 标准 型 。 








x =Ax+bu 
y=cx 
式 中 
0 2 -2 2 1Y 
4=-|1 1 -2|, b=|1|, c=|1 
9 2 本 1 1 
解 (1) 判别 系统 能 控 性 
2 0 -4 
M=(b Ab A’b)=|I1 1 -5 
1 3 1 
2 0 -4 
rankM =rank|ll 1 -5|=3 
1 3 1 
系统 为 三 维 ， 具 有 能 控 性 ， 能 转换 为 能 控 标 准 型 。 
(2) 求 变换 矩阵 
2 0 -4 
人 = 全 EE 辣 
12 4 12 
13 1 
1 1 1 
1 12 4 12 a 
1 1 
Tr=| 14|-|- 瑟 -元 二 T8111 
四 | 症 铭 . 烛 0 
12 12 12 
(3) 求 能 控 标 准 型 的 相关 和 矩阵 
0 10 
A.=7T-'AT.=|0 0 1| sr ; Cc.=cT,=(-20 -4 4) 
= 1 2 
(4) 系统 的 能 控 标准 型 
0 1 0 0 
t=I0 0 1k.+i0ok 
=2 1 加 1 


二 、 能 观测 标准 型 
1. 能 观测 标准 型 的 表达 式 
单 输入 - 单 输出 系统 ， 状 态 空 间 表 达 式 为 
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xX,=Ax,+hbu 


yo,=CoXo 
奉 系 统 矩 阵 A, 和 输出 矩阵 ec, 具有 如 下 型 式 : 
0 … 0 —a, 
1 U， = 
A,= ， cu=(0 0 1) 

0 … 1 一 Qi 

则 称 式 (3-33) 为 系统 的 能 观测 标准 型 ， 且 该 系统 具有 完全 能 观测 性 。 
可 见 ， 能 观测 标准 型 只 对 状态 方程 的 参数 矩阵 4 和 输出 矩阵 c 有 要 求 ， 而 对 输入 矩阵 2 

无 要 求 。 


2. 转化 为 能 观测 标准 型 方法 
定常 系统 状态 空间 表达 式 


设 n 阶 线 性 定常 系 乡 
X =Ax+bu 
(3-34) 
了 = cx 
知 系统 能 观测 和 矩阵 
C 
cA 
N= 有 
cA"-! 
满 秩 ， 即 
C 
cA 
rankN = rank . =n 


cA””™! 
则 一 定 存 在 非 奇 异 线性 变换 ，x = T,x。， TT, 为 变换 矩阵 ， 能 将 式 (3-34) 具有 能 观测 性 
系统 ， 变 换 成 能 观测 标准 型 


xX,=Ax,+hbu 


,= CoX, 
式 中 
A,=T- AT,; b,=T-'b; c =c7， (3-35) 
变换 矩阵 T, 的 构建 为 
T=(t, At, 六 ”二 (3-36 ) 
式 (3-36) 中 的 列 向 量 t,， 为 系统 能 观测 判别 矩阵 N 的 逆 和 矩阵 NW 的 最 后 一 列 ， 即 
c \ /0 0 
cA 0 0 
bd : =(N) (3:37) 
cA””! 1 1 
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因此 ， 在 通过 非 奇 异 线性 变换 把 状态 完全 能 观测 系统 ， 转 变 为 能 观测 标准 型 时 ， 应 先 根 
据 式 (3-36) 确定 出 变换 矩阵 T,。 
例 3-15 系统 状态 空间 方程 


X =Ax+Phu 
了 三 CX 
其 中 
1 2 0 2 oy 
4=-|3 -1 1|; b=|1|; c=|0 
0 2 0 1 1 
判别 系统 能 观测 性 ; 若 能 观测 ， 转 换 为 能 观测 标准 型 。 
解 (1) 判别 系统 能 观测 性 
C 0 0 1 
N=|cA|=l0 2 0 
cA?’ 6 -2 2 
c 0 0 1 
rankN =rank| cA |=rankl0 2 0|=3 
cA? 6 -2 2 
n=3， 系 统 具 有 能 观测 性 ， 能 转换 为 能 观测 标准 型 。 
(2) 计算 变换 矩阵 
1 1 1 
c To /0 0 NI0 3 6 6|10 二 
t=|c4| |"0j=|o 2 of |ol=| 0。 1 olol=|o 
cA’) \1) \6 -2 2) \l 2 1 人 
1 0 0 
1 1 7 6 -2 -7 
T=(t At, A%,) = 二 |0 3 0l; T-1=l0 2 0 
0 0 6 0 0 1 
(3) 能 观测 标准 型 的 相关 和 矩阵 
0 0 -2 3 
A,=T-AT =|1 0 9 | b=7T- p=|I2|, c=cT,=(0 0 1) 
0 1 0 
(4) 系统 的 能 观测 标准 型 
0 0 -2 3 
¥ | 之 
0 1 0 1 
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第 七 节 ”系统 的 结构 分 解 


系统 的 结构 分 解 是 状态 空间 分 析 中 的 一 个 重要 内 容 。 结 构 分 解 就 是 针对 不 完全 能 控 和 
(或 ) 不 完全 能 观测 的 系统 ， 把 能 控 和 (或) 能 观测 的 状态 作为 子 系统 分 解 出 来 。 

结构 分 解 的 基本 方法 ， 也 是 通过 引入 合适 的 非 奇异 线性 变换 。 

一 、 按 能 控 性 分 解 

状态 不 完全 能 控 的 线性 定常 系统 ， 其 状态 空间 表达 式 





xX =Ax+bu (3.38) 
了 = cx 
式 中 ,x 为 n 维 向 量 ; 4 为 n xn 维 向 量 ; 5b 为 n xr 维 向 量 ; uw 为 r 维 向 量 ; y 为 m 维 疝 量 ; ec 
为 m xn 维 向 量 。 
若 其 能 控 性 判别 矩阵 
M=(b Abp … 47 0) (3-39 ) 


的 秩 rankM =n, <a， 则 存在 非 奇异 变换 矩阵 已 ，x = P,x ， 对 式 (3-38) 系统 进行 非 奇异 变 
换 ， 将 式 (3-38) 进行 能 控 性 结构 分 解 


l i 本 
= cx 
式 中 
x, 
(1) x =|…|， 其 中 ，x, 为 n, 维 状态 能 控 向 量 ; x ;为 (n-n,) 维 状态 不 能 控 
We 
向 量 。 
A : A, D ， 
(2) A = 已 -4P = | 和 | 
0 :A, 0 


A 1，Aw，4 分别 为 nx XxX(n- 坝 )，(n 一 mm) x (nn) 维 子 矩 阵 ，b 为 n, xr 维 
子 矩 阵 ，c ,，€, 分别 为 mxn,，mx (nn,) 维 子 和 矩阵 。 
变换 矩阵 书 的 构成 如 下 : 
已 =(P PN Pa iDPnr Pa 了) (3-41) 
式 中 ,，P, 的 n 维 列 向 量 中 , 六 ~p, 常 由 式 (3-38) 能 控 性 判别 矩阵 M 中 选取 n, 个 线性 无 关 
的 列 构成 , 男 外 的 p,, ~p, 个 (= 六) 列 向 量 ,在 确保 P, 为 非 奇 异 矩 阵 的 条 件 下 任意 
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选取 。 


可 以 看 出 ， 系 统 状态 空间 式 (3-38) 变换 为 式 (3-40) 后 ， 就 被 分 解 成 能 控 和 不 能 控 
两 部 分 了 ， 其 中 能 控 的 nj 维 子 系统 状态 空间 表达 式 为 


. ! Se 十 Xe ,Jl1 
Xx.=AlIx.+A,x:+bu 


(3-42) 


























ee + + 一 二 
I=C1X. n 2 = 
而 不 能 控 的 (n - ni) 维 子 系统 状态 空间 表达 一 ;i 


| 能 控 部 分 4 


”本 下 
= 
z= A x a | 
2 (3-43) 不 能 控 部 分 
y=C ,XxX-, | | l | 
能 控 性 结构 分 解 示意 图 ， 如 图 3-8 所 示 。 
例 3-16 系统 方程 如 下 . 


式 为 












































图 3-8 ”能 控 性 结构 分 解 











一 OO 一 
| 天 ID 
心 
WO 1 
ja 
We 
= 
一 
i 
We 
S 
=< 
中 
一 
jh 
| 
~ 
je 
六 一 
ba 








要 求 进行 能 控 性 结构 分 解 。 
解 (1) 判别 系统 的 能 控 性 


WW 
rankM =rank(b Ab seme 0 0 | <3=n 
系统 为 三 维 。 由 于 秩 为 2， 系 统 不 (完全) 能 控 。 


(2) 构造 非 奇 异 变换 矩阵 P, 
从 能 控 性 判别 矩阵 M 选择 





再 补充 一 个 列 向 量 ， 且 与 其 线性 无 关 


于 是 非 奇异 变换 矩阵 尸 为 


0 -1 0 3 0 1 
P-|0 0 1|，P-=|-1 .00 
1 3 0 0 10 


(3) 对 原 系 统 线性 变换 


slab 和 


共 
ba 





|=P7'AP, “|+P-'u 
xX Xs 
i ND 1 3 0 0 
=| -1 0 0l0 0 0 1 “I+|-1 0 Ok 
0 1 O01l -4 3 人 1 3 0 八 x 0 1 1 
1 
0 -4:， 2 -~ 
: xX, 0 
=|1 4 :=-2 +| 
0 1 八 zx 
0 
机 x 
y=cP.x=(l1 2 ; -1) 
Xi 


于 是 ， 能 控 的 二 维 子 系统 状态 空间 表达 式 为 


i 


jl 
不 能 控 的 n, 维 子 系统 状态 空间 表达 式 为 
| x 2 三 一 x 
JJ = 一 x 
二 、 按 能 观测 性 分 解 
设 线性 定常 系统 方程 
nit (3-44) 
y=cx 
式 中 ,x 为 n 维 向 量 ; 4 为 n xn 维 回 量 ; 5 为 nxr 维 癌 量 ; 之 为 > 维 向 量 ; y 为 m 维 向量 ; ec 
为 m xn 维 向 量 。 
若 其 能 观测 判别 矩阵 
c 
A 
N=| “ 
cA"-! 


的 秩 rankN =n, <m， 则 存在 非 奇异 变换 矩阵 P,， 对 式 (3-44) 系统 进行 线性 非 奇 异 变 换 x = 
Px ,将 式 (3-44) 系统 做 能 观测 性 结构 分 解 
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(3-45 ) 
y= cx 
式 中 
x0 
(1) x =| |， 其 中 ，* ,为 n, 维 状态 能 观测 向 量 ，x5 为 (n -mn ) 维 状态 不 能 观测 向 量 。 
x 
~ | b, 
Al:0 ~ ~ 
(2), A SP APo = ber ; b =Po'b= ; C=cPo=(¢, 10) (3-46) 
A : A pn 
0D b, 


其 中 ，A ,1 ，A41,，4 久 分 别 为 nxn ，(n 一 抽 ) Xm,(n 一 nm) x(n-n) 维 子 和 矩阵，b ,，5， 


分 别 为 n, xr，(n 一 n,) xr 维 子 和 矩阵 ; c | 为 mxn, 维 子 矩阵。 

非 奇 异 变换 矩阵 P, ， 通 常 是 先 求 其 逆 和 矩阵 P;' 后 ， 再 求 道 获得 。 而 P, 的 逆 和 矩阵 Po! 构 
造 是 ， 在 能 观 性 判别 矩阵 N 中 选取 六 个 线性 无 关 行 ， 记 为 二 、b…t; 男 外 的 (n -ni) 个 
行 向 量 ， 在 确保 P; 为 非 奇异 矩阵 的 条 件 下 ， 完 全 可 任意 选取 ， 即 


| (3-47) 








可 以 看 出 ， 系 统 状态 空间 式 (3-44) 变换 为 式 (3-45) 后 ， 就 被 分 解 成 能 观测 和 不 能 
观测 两 部 分 了 。 其 中 能 观测 的 mw 维 子 系统 状态 空间 表达 式 为 





ee。 


]J， =0 
能 观测 性 结构 分 解 示意 图 ， 如 图 3-9 所 示 。 
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,| | ;能 观测 部 分 





























by % 


水 


























总 : 图 全 人 加 | 


;不 能 观测 部 分 





图 3-9 ”能 观测 性 分 解 





例 3-17 已 知 系 统 方程 








=(1 1 0)x 
能 观测 性 判别 ， 大 不 能 观测 ， 要 求 按 能 观测 性 进行 结构 分 解 。 


解 (1) 判别 能 观 性 
C 1 1 0 
| 0 1 1 | <3 三 Wn 
cA” = = 六 二 和 2 


系统 为 三 维 。 由 于 秩 为 2， 说明 系统 中 线性 独立 的 行 向 量 只 有 2 行 ， 系统 不 (完全) 能 
观测 。 
(2) 构造 非 奇 异 变 换 和 矩阵 P。 
先 构 建 其 逆 矩 阵 。 从 能 观测 性 判别 矩阵 N 中 任 选 两 个 行 向 量 ， 例 如 
1 1 0 
上 1 四 


再 补充 一 个 与 之 线性 无 关 的 行 向 量 ， 非 奇异 变换 矩阵 P, 的 逆 和 矩阵 了 及 PP 为 


1 1 0 1 -1 0 
Pi'=|I0 1 1|, P,= 
0 0 1 


(3) 相关 矩阵 代入 4 =PI4P，5 =PT0，ec =cP,。 于 是 ， 能 观测 性 结构 分 解 为 





rankN = rank 











0 1 
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三 、 按 能 控 性 和 能 观测 性 分 解 
设 n 维 线性 定常 系统 


xX =Ax+bu 
y=cx 
是 状态 不 完全 能 控 和 不 完全 能 观测 的 。 对 于 这 种 系统 
可 采用 如 下 逐步 分 解 的 方法 进行 。 系 统 结构 分 解 图 如 
图 3-10 所 示 。 
1) 先 将 系统 按 能 控 性 进行 分 解 。 
2) 将 能 控 的 子 系统 按 能 观测 性 进行 分 解 。 
3) 将 不 能 控 的 子 系 统 按 能 观测 性 进行 分 解 。 
例 3-18 已 知 系统 方程 














0 0 -1 1 > 
” 图 3-10 系统 结构 分 解 图 
X=|l1 0 -3x+|lk 

0 1 -3 0 
=(0 1 -2)x 


进行 系统 结构 分 解 。 
解 (1) 能 控 、 能 观测 性 判别 


1 0 -1 
rankM =rank(b Abp A’B)=rankll 1 -3|=2<3=n 
0 1 -2 
C 0 -1 -2 


rankN =rank| cA |=rank| 1 -2 3 |=2<3=n 
cA” -2 3 -4 
系统 为 三 维 。 由 于 秩 均 为 2， 说明 系统 不 (完全 ) 能 控 不 (完全 ) 能 观测 。 
(2) 按 能 控 性 结构 分 解 
按 上 面 方法 构造 非 奇异 变换 矩阵 已， 选取 





1 0 0 
P-=|1 10 
0 1 1 
对 原 系统 线性 变换 
x, x 
=P-'AP., +P-'u 
5 
10 01 700 = 有 证 有 1 0 01 
=|110|110 -3I110 "+ll 1 0| ll 
0 1 1 0 1 -3A 人 0 1 1l1/\x: 0 1 1 0 
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蕉 1 


,=(1 -1)x, 
(3) 对 能 控 的 二 维 子 系统 再 做 能 观测 结构 分 解 
能 观测 判别 矩阵 





C。 1 —1 
rankN, = rank = rank =1 <2 
cA., —1 


1 
表明 能 控 的 二 维 子 系统 中 有 一 状态 是 能 观测 的 ， 有 一 状态 是 不 能 观测 的 。 
按 上 面 方法 构造 非 奇异 变换 矩阵 P。 的 逆 矩 阵 ， 选 取 


mi | 
No 1 


能 控 的 子 系统 按 能 观测 结构 分 解 的 状态 空间 表达 式 为 








ok 2 EG 6 
人 
| 





(4) 不 能 控 的 子 系统 做 能 观测 结构 分 解 
由 系统 能 控 性 分 解 可 知 ， 不 能 控 的 子 系统 





人 


J = -2x: 





可 见 ， 不 能 控 的 子 系统 只 有 一 维 ， 输 出 是 能 观测 的 ， 无 需 再 对 其 做 能 观测 结构 分 解 。 
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能 控 的 子 系统 做 能 观测 结构 分 解 状 态 空间 表达 式 为 








So /1 0 1N*ol 7 
3 =|1 -1 -2 ton 
0 0 -1 0 
x 0 
y= + =(1 0 -2)| x 
Xa 


第 八 节 ”传递 水 数 阵 的 实现 问题 


如 第 一 章 第 四 节 中 所 述 , 所 谓 实现 问题 , 就 是 根据 给 定 的 传递 函数 阵 W(s), 求 其 相应 的 
状态 空间 描述 (4, B, C) 的 问题 。 也 就 是 , 对 于 给 定 的 传递 函数 阵 W(s) ,寻求 一 个 状态 
空间 描述 , 使 分 式 

C(sT-A)'B+D=W(;) 
成 立 , 则 称 该 状态 空间 描述 (4, B,C) 为 传递 函数 阵 W(s) 的 一 个 实现 。 显 然 , 实现 就 是 
在 状态 空间 法 的 领域 内 寻找 一 个 假想 结构 , 使 之 与 真实 系统 具有 相同 的 传递 特性 。 因 此 , 实 
现 问题 也 可 看 作 识 别 问题 , 即 通 过 输入 和 输出 端 直接 测 得 的 信息 来 识别 系统 的 内 部 结构 。 通 
过 研究 实现 问题 有 助 于 比较 深刻 地 揭示 系统 的 一 些 结构 性 质 及 其 在 不 同 描述 下 的 反映 , 也 
便于 采用 各 种 类 型 的 分 析 技 术 去 研究 系统 的 运动 过 程 或 对 其 进行 计算 机 模拟 。 

一 、 实 现 的 基本 属性 

1. 实现 的 存在 性 

并 不 是 任意 一 个 传递 函数 阵 研 (s) 都 可 找到 其 实现 。 通 常 ， 它 必须 满足 物理 可 实现 的 条 
件 , 即 

1) W(s) 中 的 每 一 个 元 素 wj(s)(i=1,2,…, m; j=1,2,…,7) 的 分 子 分 母 多 项 式 的 系 
数 均 为 实 常 数 ; 

2) wj(s) 应 当 是 真有 理 分 式 , 即 其 分 子 多 项 式 的 次 数 必须 低 于 或 等 于 分 母 多 项 式 的 

2. 实现 的 形式 

当 W(s) 为 严格 真有 理 分 式 和 矩阵 ， 即 其 所 有 元 素 w;(s) 的 分 子 多 项 式 的 次 数 低 于 分 母 多 
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项 式 的 次 数 时 , 其 实现 具有 (4, B, C) 的 形式 ; 而 当 
多 项 式 的 次 数 时 ， 其实 
D=lmW.(s) 

对 于 其 元 素 不 是 严格 真 分 式 的 传递 
W(s) -DD 为 严格 真有 理 分 式 函数 的 矩阵 ， 即 


C(sT-A)-'B=W(s)-D 


然后 根据 W(s) -DD 寻求 形式 为 (4, B, C) 的 实现 。 
3. 实现 的 非 唯一 性 


由 于 传递 函数 阵 只 能 反映 系统 中 能 控 且 能 观测 的 子 系统 


wj(s) 的 分 子 多 项 式 的 次 数 等 于 分 母 
现 具 有 (4, B,C, D) 的 形式 , 并 且 有 


(3-48) 


函数 阵 ,， 应 首先 按 式 (3-48) 计算 出 DD 阵 ， 则 


(3-49) 


的 动力 学 行为 , 因此 对 于 某 一 给 


定 的 W(s), 会 有 任意 维 数 的 状态 空间 描述 与 之 对 应 。 另 外 , 由 于 状态 变量 选择 的 非 唯一 性 ， 
选择 不 同 的 状态 变量 时 ,其 状态 空间 描述 也 随 之 不 同 。 所 以 , 对 于 某 一 W(s) 将 有 无 限 多 个 
实现 与 之 对 应 。 即 一 个 传递 函数 阵 描述 着 无 穷 多 个 内 部 不 同 结构 的 系统 。 





二 、 能 控 性 实现 和 能 观测 性 实现 
由 第 三 章 第 六 节 可 知 ， 对 于 一 个 单 输 入 单 输出 系统 ， 
接 写 出 其 能 





一 旦 给 出 系统 的 传递 前 数 ， 便 可 直 





控 标 准 型 实现 和 能 观测 标准 型 实现 。 本 节 介 绍 如 何 将 这 些 标准 型 实现 推广 到 多 输 


入 多 输出 系统 。 为 此 ， 应 首先 把 m xr 维 的 传递 函数 阵 写 成 和 单 输入 单 输出 系统 的 传递 函数 


相 类 似 的 形式 ， 即 


js" lt+ i 
Ee a 


"4 +Bis +p, 


(3-50) 





= 
S 二 0 13S + 


式 中 ,8 B，，、…、B 、 Bo 为 m xr 维 浓 数 阵 。 




















+QlsS + 


显然 ,，W(s) 是 一 个 严格 真有 理 分 式 的 矩阵 , 且 当 mm =r=1 时 , W(s) 就 是 单 输入 单 输 出 


系统 的 传递 聘 数 。 
对 于 式 (3-50) 形式 的 传递 函数 阵 的 能 控 标 准 型 实现 为 
0, 了 0, 
0, 0 0, 
未 号 | 一 : 
0, 0, 了 
-Ql, -oal 一 Qi 
0, (3-51) 
0, 
B=| : 
0, 
L 
C.= (Bo, BB!  B,) 
式 中 ,0, 和 了 为 r xr 维 零 矩阵 和 单位 矩阵 ; r 为 输入 向 量 的 维 数 。 


必须 注意 ， 


可 简化 为 单 变量 系统 时 维 的 形式 。 


这 个 实现 的 维 数 是 nr 维 , n 是 式 (3-50) 分 母 多 项 式 的 维 数 , 当 m =r=1 时 , 即 
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依 此 类 推 , 其 能 观测 标准 型 实现 为 











0 ， 0， 0， 本 ao7。 
7 0， a 0， 本 ol, 
4。 到 0 了 Sn 0， ol 
0， 0， J L, — Ql, 
(3-52) 
Bo 
B,= . 
DB ， 
C 二 《0， ee 0， LL,) 


式 中 ,0, 和 工 为 m xm 维 零 矩阵 和 单位 矩阵 ; m 为 输出 向 量 的 维 数 。 

从 式 (3-51) 和 式 (3-52) 可 以 看 出 , 能 控 标准 型 实现 的 维 数 是 n xr, 能 观测 标准 型 实 
现 的 维 数 是 nxm。 显 然 , 耕 m >r, 最 好 采用 能 控 性 实现 ; 奉 m<r, 最 好 采用 能 观测 性 实现 。 
需要 提醒 注意 的 是 多 输入 多 输出 系统 的 能 控 标 准 型 和 能 观测 标准 型 并 不 是 简单 的 转 置 关系 。 

例 3-19 试 求 下 列传 递 函 数 阵 的 能 控 标 准 型 实现 和 能 观测 标准 型 实现 。 

s+2 1 


+1 +3 
W(s) = Ss Ss 




















S s+l 
5S+1 s+2 


解 首先 将 WW(s) 化 成 严格 真有 理 分 式 , 为 此 利用 式 (3-48) 求 得 


1 0 
D=limW(s) = 
人 1 1 








再 由 式 (3-49) 得 























1 1 
s+1l s+3 
C (sT-A)-'B=W (s) -D= . 
s+l s+2 
然后 将 C ( -4) -1B 写成 如 式 (3-50) 的 按 * 降 寡 排列 的 标准 格式 
1 1 
s+1 3 4 | (s+2) (s+3) (s+1) | 
| 
5 二 1 s+2 


1 1 5 3 6 2 
ee | 8 十 S 十 | 
= 3 2 

s +06s +11s+0 _1 -1 _5 _4 _6 3 


对 照 式 (3-50), 可 得 


ao =6, Qa =11, ao, =0 
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6 2 5 3 1 1 
-6 -3 -5 -4 | 


将 上 述 系数 及 和 矩阵 代入 式 〈3-51) , 便 可 得 到 n xr=3 x2 =6 维 的 能 控 标准 型 实现 , 其 各 








0 0 1 0 0 0 
加 i 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 1 0 
4.= 0, 0, L, -| 
， 0 0 0 0 0 1 
Oo Rs a | Oll OO 26, WT 
0 -6 0 -ll 0 -6 
0 0 
| 
0 0 
B.=|0,|= 
0 0 
L, 
2 |1 0 
0 1 
6 2 5 3 1 1 
C.= (B, B! B,) = 
-6 -3 -5 -4 -1 -1 


类 似 地 , 将 a 及 B, (i=0,1,2) 代入 式 (3-52), 可 得 能 观测 标准 型 实现 。 





0000 -6 0 
WD 
1000 -1 0 
i 
| 
0001 0 -56 
6 2 
6 3 
a 5 3 
B= 一 
,=|1p， 本 
p， 1 1 
-1 -1 
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从 所 得 结果 也 可 看 出 , 多 变量 系统 的 能 控 型 实现 和 能 观测 型 实现 之 间 并 不 是 一 个 简单 的 
转 置 关 系 。 

三 、 最 小 实现 

前 已 述 及 , 对 于 一 个 可 实现 的 传递 函数 阵 来 说 , 将 有 无 穷 多 个 状态 空间 描述 与 之 对 应 
其 中 维 数 最 低 的 实现 叫 作 最 小 实现 , 最 小 实现 又 称 为 不 可 约 实现 。 最 小 实现 反映 了 具有 给 定 
传递 函数 阵 的 假定 结构 的 最 简 形 式 , 因此 ,从 工程 角度 而 言 ,如何 寻求 维 数 最 小 的 一 类 实现 ， 
具有 重要 的 现实 意义 。 

1. 最 小 实现 的 定义 

传递 函数 W(s) 的 一 个 实现 





(3-53 ) 
如 果 W(s) 其 他 实现 


y 
状态 向 量 x 的 维 数 均 大 于 x 的 维 数 , 则 称 式 (3-53) 的 实现 为 最 小 实现 。 

当 传 递 函 数 研 (s) 的 实现 之 (4, B, C) 是 完全 能 控 且 能 观测 时 ， en B,C) 就 是 
W(s) 的 一 个 最 小 维 数 实现 。 反 之 , 当 盖 (4 , B, C) 是 最 小 实现 时 , 则 它 一 定 是 完全 能 控 和 
完全 能 观测 的 。 不 是 完全 能 控 和 不 是 完全 能 观测 的 实现 不 会 是 最 小 实现 , 把 系统 中 不 能 控 或 
不 能 观测 的 状态 分 量 消去 , 将 不 会 影响 系统 的 传递 函数 阵 。 根 据 以 上 分 析 , 将 有 如 下 的 判别 
最 小 实现 的 方法 。 

2. 寻求 最 小 实现 的 方法 

传递 函数 W(s) 的 一 个 实现 





x =Ax+Bu 
y=Cx 
为 最 小 实现 的 必要 充分 条 件 是 (4A, B, C) 既是 能 控 的 又 是 能 观测 的 。 
这 个 定理 的 证 明 从 略 。 根 据 这 个 定理 可 以 方便 地 确定 任何 一 个 具有 严格 的 真有 理 分 式 的 
传递 函数 研 (*) 的 最 小 实现 。 一 般 可 以 按照 如 下 步骤 来 进行 。 
1) 对 给 定 传递 函数 阵 W(s)， 先 初 选 出 一 种 能 控 标准 型 实现 或 能 观测 标准 型 实现 , 大 
r<m, 则 采用 能 控 标准 型 实现 ; 否 r=m, 则 任 选 其 中 一 种 。 
2) 对 上 面 初 选 的 实现 , 进行 能 观测 性 或 能 控 性 分 解 ， 所 得 的 能 控 、 能 观测 子 系统 即 为 
W(s) 的 最 小 实现 。 
例 3-20” 试 求 传递 函数 阵 








1 1 
和 (5 +1)(s+2) (s+2)(s | 
的 最 小 实现 。 
解 把 W(s) 写 成 标准 的 形式 





s+3 s+l1 
Wa i 0 
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1 
ee a 
1 
-一 -~ HH 1 3 1 
ee Mt 1 
可 知 ao =6, al =11, mw =6 
Bo=(3 1),B'=(1 1),B,=(0 0) 
由 本 (s) 知 m=1,r=2 
因为 m <r, 故 采 用 能 观测 标准 型 实现 
0, 0, — Qol, 0 0 一 0 
A, =|1, 0, -oa |=|l1 0 -1 
nm X nm 0, I a, _ ， I, 0 1 2 6 
Bo 3 1 
也 =|8 =l1 1 
nmXxr Bp, 0 0 
C, = (0， 0， ) > ( 0 0 1 ) 
检测 所 求 能 观测 标准 型 ,(4,,B,, C,) 是 否 能 控 。 能 控 判别 和 矩阵 
3 100 -6 -6 
=(B, AB, AB)=|I1 1 3 1 -1 -1 
00 1 1 -3 -5 


其 秩 , rankM =3 =n。 所 以 >,(4,, B,, C,) 
例 3-21 求 下 列 系统 的 最 小 实现 。 

5 十 之 

8 十] 





Ei 
S 十 | 





解 ” 由 于 m=r=2, 故 可 任 选 能 
求 出 能 控 标 准 型 实现 的 系数 矩阵 为 


0 0 1 0 
0 0 0 1 
0 0 0 0 
A=- 
0 0 0 0 
-6 0 -ll 0 - 
0 -6 0 -1 
6 2 5 3 1 
C= 
=6 23 ‘=5 =4 =1 








判别 该 能 控 标 准 型 实现 是 否 为 完全 能 观测 


1 
s+3 





s+1 
s+2 





控 和 能 观测 标准 型 中 的 一 种 为 初 选 


0 0 0 

0 0 0 

1 0 0 
,B= 

0 1 0 

6 0 1 

0 -6 0 

1 1 
，D= 

-1 1 





i 


是 能 控 且 能 观测 的 , 为 最 小 实现 。 


实现 。 例 3-20 中 已 经 





第 三 音 ” 线 性 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 





6 2 5 3 1 1 
-6 3 -5 -4 -1 -1 
. 6 -6 -5 -9 -1 -3 
N=|Ccl -| 
6 6 5 8 1 2 
CA 
6 18 5 27 1 9 





-6 -12 -5S -16 -1 -4 

rankN =3 <n =6, 所 以 该 实现 不 是 最 小 实现 , 必须 将 其 按 能 观测 性 进行 结构 分 解 。 
根据 式 (3-41) 构造 变换 矩阵 R,', 将 系统 按 能 观测 性 进行 分 解 。 

取 











0 0 1i0 0 0 
利用 分 块 矩 阵 求 逆 公式 , 把 矩阵 R 表示 为 分 块 矩 阵 


R R,, 
R= 
R,, R,, 
并 令 
上 Si 
及 = 
Sy S$ 
则 
Si Si 有 Ri R, 了 0 
R-'R= = 
Sy S» R,, R, 0 I 
妈 


SR +S,R, =I 
SR +S,R», =0 
SR +S»,R, =0 
SR +S»R,, =I 
本 例 中 , R = 了 I, R,, =0。 


于 是 有 
SiR +S,, = 了 
SR =0 
S Ri +S,, =0 
S,R,, =I 
得 Si, =0, $1, =1, S$, =R»;!, S» = -RR 





现代 控制 理论 基础 第 4 版 























故 求 得 
0 0 0: 1 0 0 
0 0 0: 0 1 0 
本 
0 
3 1 | 
> pu 0 -5 
5 1 
FF 
于 是 能 观测 性 分 解 的 状态 空间 描述 为 
0 0 1: 0 0 0 
3 
oe 
| -3 0 -4j0 0 ol (4 0 
| 
A A, 
-1 -1 0 三 0 
3 1 
FT 0 Fi-6 0 -5 
1 1 
三省 本 
1 也 
-1 - 
B=R, B= ee 三 
0 0 0 
0 0 
0 0 
和 100:0 00 
C=CR,= : = (C.. 0) 
0 10i:0 0 0 
其 中 ，>,,(4,,, B,C,) 是 能 控 且 能 观测 的 子 系统 , 因此 ，W(;s) 的 最 小 实现 为 
0 0 1 
3 1 
Md < Bl £1 
3 0 坷 站 
1 0 0 1 0 
C=C = 本 D = 
0 1 0 1 1 
将 根据 上 例 4A, 、B,,、C,,、D 求 系统 传递 函数 , 则 可 检验 所 得 结果 。 
S 0 = 
1 0 0] 3 1 1 
C,(sT-A,)-'B, +D= = 
0 1 0 SE 
3 0 s+4 ! 3 





2 
s+1 
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s+2 
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上 面 为 了 进行 能 观测 性 分 解 ， 必须 对 六 维 矩 阵 R, 求 逆 , 而 利用 分 块 矩 阵 求 逆 方 法 , 计 





算 繁杂 ,如 用 下 面 方法 计算 , 则 较为 简便 。 


由 rankN =3, 可 知 在 能 控 性 实现 中 , 按 能 观测 性 分 解 得 到 的 能 观测 部 分 是 三 维 的 , 即 给 
定 W(s) 的 最 小 实现 是 三 维 的 。 在 NN 阵 中 取 三 个 线性 无 关 的 行 , 构成 矩阵 S 


6 2 5 
S| = 
-6 -6 -5 
利用 
计算 





将 S、U 作为 最 小 实现 的 变换 矩阵 
则 





6 2 5 
A,=SAU =| -6 -3 -5 
-6 -6 -5 
0 0 1 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
-6 0 -1l 
0 -6 0 
0 0 1 
3 1 
-3 0 -4 





3 
A 
= 和 ”二 

SU=L, 


Ls 


Lu Sal 














1 1 
1 -1IA(CS 39)) 
1 二 3 
0 0 
0 
0 0 
0 
1 
”六 
1 
人 
1 
一 | X 
-3 
0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
1 0 -1 -1 0 
6 0 3 2 
0 -6 5 1 
2 


108 


现代 控制 理论 基础 ”第 4 版 


结果 与 上 述 计算 所 得 一 致 。 





ll 
US 
1 | 
一 一 一 
1 1 
LD 一 一 
Ws 


OO~“ OOoOOoDS 
| 

blmbornmnccecocd== 二 = 
一 OOO 


Las 





| 

(LD 

| 

LI- PMI- O00oD 





若 初 选 W(s) 的 能 观测 标准 型 实现 , 然后 进行 能 控 性 结构 分 解 , 也 可 得 最 小 实现 , 其 表达 


式 为 


[1 1 
"1 -1 





0 
1 | zz 
0 


u 
1 


对 此 以 上 两 种 不 同 的 最 小 实现 , 可 进一步 说 明 传 递 函 数 阵 的 实现 不 是 唯一 的 , 最 小 实现 也 不 
是 唯一 的 , 只 有 最 小 实现 的 维 数 才 是 唯一 的 。 但 是 可 以 证 明 , 如 果 (4,,，B,，C,) 和 


于 (A ,万 ,，C ) 是 同一 传递 函数 阵 到 (s) 的 两 个 最 小 实现 , 那么 它们 之 间 必 存在 一 状态 变 


换 x =Px , 使 得 


A,=P'A,P, B,=P-'B,, 
也 就 是 说 , 同一 传递 函数 阵 的 最 小 实现 是 代数 等 价 的 。 


第 九 节 


能 控 性 和 能 观 涡 
知 ， 系 统 的 能 控 
函数 阵 的 特征 来 判别 其 状态 的 能 控 性 和 能 观测 性 呢 ? 
出 系统 的 情况 。 


能 控 性 和 能 观测 





C, 


二 CP 


生 与 传递 水 数 零 极点 的 关系 


网 测 性 与 传递 函数 是 两 个 不 同 范 畴 的 基本 概念 。 从 第 三 章 第 八 节 中 的 讨论 可 
且 能 观测 性 与 其 传递 函数 阵 的 最 小 实现 是 同 义 的 ， 那 么 ， 


能 否 通过 系统 传递 


管 案 是 肯定 的 ， 本 节 只 讨论 单 输入 单 输 
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对 于 一 个 单 输入 单 输出 系统 (4, b, C) 
x =Ax+bu 


y=cx 
其 能 控 且 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 传递 函数 
W(s) =c(sT -4) -1 
的 分 子 分 母 间 没有 零 极点 对 消 。 
证 明 : 先 证 必要 性 


如 果 荆 (4, B,C) 不 是 入 (s) 的 最 小 实现 , 则 必 存 在 另 一 系统 并 (4 , B,C) 


有 更 少 的 维 数 , 使 得 
c(sT- A)'b=c(sT-A) b= Ws) 


由 于 4 的 阶 次 比 4 低 , 于 是 多 项 式 det(sT - 4 ) 的 阶 次 也 一 定 比 det(sT- 4) 的 阶 次 低 。 但 是 
欲 使 上 式 成 立 , 必然 是 c(sT -4) 2 的 分 子 分 母 间 出 现 零 极点 对 消 。 于 是 反 假 设 不 成 立 。 必 
要 性 得 证 。 

再 证 充分 性 

如 果 c( -4) -2 的 分 子 分 母 不 出 现 零 极点 对 消 ， 过 (4, B,C) 一 定 是 能 控 并 能 
观测 的 。 

反 假 设 c(sT -A)…b 的 分 子 分 母 出 现 零 极点 对 消 , 那么 c(-4) 28 将 退化 为 一 个 降 阶 
的 传递 函数 。 根 据 这 个 降 阶 的 没有 零 极 点 对 消 的 传递 函数 , 可 以 找到 一 个 更 小 维 数 的 实现 。 
现 假设 c(s -4) 22 的 分 子 分 母 不 出 现 零 极点 对 消 , 于 是 对 应 的 之 (4, B,C) 一 定 是 最 小 实 
现 , 即 半 (4, B,C) 是 能 控 并 能 观测 的 。 充 分 性 得 证 。 

利用 这 个 关系 可 以 根据 传递 函数 的 分 子 和 分 母 是 否 出 现 零 极点 对 消 , 方 便 地 判别 相应 的 
实现 是 否 能 控 且 能 观测 。 但 是 ， 如 果 传 递 呜 数 出 现 了 零 极点 对 消 现象 ， 则 还 不 能 确定 系统 是 不 
能 














控 的 还 是 不 能 观测 的 , 或 是 既 不 能 控 又 不 能 观测 的 。 zw 1 Ys) 
要 解 这 个 问题 还 需 辅 以 传递 函数 实现 的 具体 结构 。 er 
例如 某 系 统 的 结构 如 图 3-11 所 示 。 图 3-11 系统 的 结构 
由 图 可 见 , 组 合 系统 的 传递 函数 
后 中 1 s+7y 
Ws) =W (SW(s) = pra 8 


当 y=a 时, 系统 的 传递 函数 发 生 零 
极点 对 消 , 系统 不 是 能 控 能 观测 的 。 但 是 
不 能 确定 它 究 竟 是 不 能 控 的 , 还 是 不 能 观 
测 的 ,或 者 既 不 能 控 又 不 能 观测 。 该 系统 
的 状态 结构 图 如 图 3-12 所 示 。 系 统 的 状 
态 空间 描述 为 
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y=(1 "| 


其 能 控 性 判别 阵 MM 和 能 观测 性 判别 阵 N 为 


| 1 -a-B ”| | 1 0 
M= ,N= 

Y-B -Bly-B) -a -BpB 
当 y = Qa 时 ， rankM =1 <n; rankN =2 =n, 故 系 统 是 不 能 控 但 能 观测 的 。 

如 果 将 图 3-11 系统 中 WW (s) 和 WW(s) 位 置 互 换 一 下 , 并 也 画 出 其 对 应 的 状态 结构 图 , 那 
么 由 状态 空间 描述 可 知 ， 此 时 的 rankM =2 =n; rankN =1 <n, 因此 系统 是 能 控 不 能 观测 的 。 

对 此 上 述 两 种 情况 ， 可 以 发 现 ， 奉 把 两 个 串联 子 系统 的 位 置 次 序 前 后 互 换 一 下 ， 在 发 生 
零 极 点 对 消 时 ， 其 能 控 性 和 能 观测 性 的 结论 也 将 互 换 。 即 

1) 若 串联 排列 的 次 序 是 被 消去 的 零点 在 前 面 一 个 传递 机 数 中 〈 即 上 面 第 一 种 情况 ) ， 
则 系统 将 是 状态 不 能 控 但 能 观测 的 。 

2) 若 串 联 的 次 序 是 被 消去 的 零点 在 后 面 的 一 个 传递 函数 中 ， 则 系统 是 状态 能 控 但 不 能 
观测 。 

对 于 上 面 的 第 一 种 情况 ， 倘 若 被 消去 的 这 个 零点 〈 即 后 面 一 个 串联 子 系统 的 极点 ) 是 
不 稳定 的 ， 那 么 它 将 严重 地 影响 系统 的 品质 ， 其 至 使 系统 成 为 不 稳定 。 然 而 在 古典 控制 理论 
中 ， 有 时 仍 采 用 零 极点 对 消 法 ， 在 这 样 做 的 时 候 应 充分 考虑 相 消 因子 对 系统 动态 性 能 的 破坏 
性 影响 。 








3-1 判定 下 列 系统 的 能 探 性 。 


3 0 0 2 
1 0 1 。 
(1) Sal s+ (op (3) :| —1 中 


0 0 1 0 


-3 1 0 1-1 -3 1 0 0 0 
(2) x =| 0 -3 0 jzrlo olun (4) Y=|0 -3 0lx+|2-1iu 
0 0 -1l 2 0 0 0 1 0 3 


3-2 ”判定 下 列 系统 的 能 观测 性 。 


第 三 音 ” 线 性 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 


3-3 ”要 求 下 列 系统 具有 能 控 性 


试 确定 a, b 间 的 关系 。 
3-4 ”要 求 下 列 系统 具有 能 控 性 与 能 观测 1 























试 确定 c, 5 间 的 关系 。 
3-5 已 知 系统 方程 


1 1 ) 四 
(1) x = X 十 u, y=(0 1)x 
1 1 
1 
0 
0 


1 
0 1 0 

(2) x =|0 2 中 y=(0 1 1)x 
0 0 1 


分 别 求 出 对 应 的 对 偶 系 统 方程 。 
3-6 已 知 系统 方程 








el |) () i 0 
a a y=( )x 


判定 系统 的 能 探 性 ， 若 能 控 ， 变 换 成 能 控 标 准 型 。 


3-7 已 知 系统 方程 
| |) 0) a 
三 1 XxX+ ' uu, y=(-— 让 


判定 系统 的 能 观测 性 ， 若 能 观测 ， 变 换 成 能 观测 标准 型 。 


3-8 已 知 系统 方程 
1 2 一 1 0 
-| 1 人 y=(1 -1 1)x 
] -4 3 1 


判定 系统 的 能 控 性 ， 若 不 能 控 ， 按 能 控 性 结构 分 解 。 


3-9 已 知 系统 方程 
= 人 0 
:| = 人 y=(1 -1 1)x 
1 -4 0 1 


判定 系统 的 能 观测 性 ， 若 不 能 观测 ， 按 能 观测 性 结构 分 解 。 


3-10 已 知 系统 方程 
0 0 -1 1 
:| 0 | y=(0 1 -1)x 
1 一 0 


判定 系统 的 能 控 能 观测 性 ， 若 不 能 能 控 不 能 观测 ， 按 能 控 能 观测 性 结构 分 解 。 
3-11 已 知 系统 传递 郴 数 




















So 





一 1 
G(s) = 
Cs) s +s—2 








试 分 析 系 统 的 能 控 能 观测 性 。 
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3-12 已 知 系统 传递 函数 





Sta 
+7s +14s +8 


(1) a 为何 值 时 ， 系 统 将 不 能 控 或 不 能 观测 。 
(2) a=1 时 ,最 小 实现 的 阶 数 是 多 少 ? 写 出 G(s) 此 时 的 能 控 或 能 观测 的 一 个 最 小 实现 。 


G(s) 





第 J 加 





控制 系统 的 稳定 性 分 析 














稳定 性 是 控制 系统 能 否 正 常 工 作 的 前 提 条 件 。 对 系统 稳定 性 的 分 析 和 研究 是 控制 理论 的 
重要 课题 。 

控制 系统 的 稳定 性 ， 通 常 有 两 种 定义 方式 : 一 种 是 指 系统 在 零 初始 条 件 下 通过 其 外 部 状 
态 ， 即 由 系统 的 输入 和 输出 两 者 关系 所 定义 的 外 部 稳定 性 ; 另 一 种 是 指 系统 在 零 输 入 条 件 下 
通过 其 内 部 状态 变化 所 定义 的 内 部 稳定 性 。 外 部 稳定 性 只 适用 于 线性 系统 ， 内 部 稳定 性 不 但 
适用 于 线性 系统 ， 而 且 也 适用 于 非 线性 系统 。 对 于 同一 个 线性 系统 ， 只 有 在 满足 一 定 的 条 件 
下 两 种 定义 才 具 有 等 价 性 。 

判定 系统 的 稳定 性 ， 在 经 典 控制 理论 中 常 采用 代数 判 据 ， 例 如 ， 劳 斯 稳定 判 据 ， 赫 尔 维 
茨 判 据 ， 或 者 频率 分 析 法 中 的 奈 魁 斯 特 稳定 判 据 。 但 是 ， 这 些 方法 只 适用 于 线性 系统 和 一 些 
特殊 的 非 线性 系统 。 在 现代 控制 理论 中 常 采用 李 雅 普 诺 夫 方 法 ， 它 不 仅 适 用 于 线性 系统 ， 而 
且 也 适用 于 非 线性 系统 。 

本 章 介绍 稳定 性 的 两 种 定义 方式 ， 重点 叙述 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 的 基本 概念 ， 给 出 李 雅 普 
诺 夫 判别 系统 稳定 性 的 判 据 、 方 法 及 其 在 线性 系统 中 的 应 用 。 


第 一 节 ”动态 系统 的 外 部 稳定 性 


控制 系统 的 外 部 稳定 性 ， 常 称 为 有 界 输入 有 界 输 出 稳定 性 。 在 讨论 系统 的 外 部 稳定 性 
时 ， 一 般 只 适用 于 线性 动态 系统 ， 而 且 必须 假定 系统 的 初始 条 件 为 零 。 

外 部 稳定 性 的 定义 是 ,初始 条 件 为 零 的 线性 系统 ,在 任何 一 个 有 界 的 输入 作用 下 若 系统 
所 产生 的 相应 输出 也 是 有 界 的 ， 就 称 该 动态 系统 是 外 部 稳定 的 ， 又 简称 为 BIBO 稳定 。 

定义 中 的 “有 界 ” 涵 义 ， 可 做 如 下 解释 : 

对 于 单 输入 - 单 输出 系统 来 说 , 输入 u(t) 和 输出 y(t) 的 有 界 性 ， 是 通过 它们 各 自 的 
















































































模 的 有 界 性 来 表征 的 。 即 对 于 任何 一 个 输入 u(t) 的 有 界 性 ， 用 
lu(t) |<m, 0<m <%, i=0 
表示 。 系 统 相应 输出 y(t) 的 有 界 性 ， 用 
lIy(t) | <m, 0<m,<%, t=0 


表示 。 
对 于 单 输入 -多 输出 系统 来 说 ， 其 输出 可 用 向 量 
y(t) = 760), HD yD ) 
表示 。 这 时 ， 输 出 量 y(t) 的 有 界 性 可 按 输出 向 量 的 范 数 来 定义 。 也 可 以 等 效 地 按 y(t) 的 
每 个 分 量 y,(1) ,i=1,，2,…,n，, 值 的 模 有 界 性 来 定义 ， 即 
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ly,(t) |<m, i=], 2, 1……, n, 0<m,<%, t=0 
表示 。 
对 于 多 输入 -多 输出 系统 来 说 ， 输 入 量 u(t) 和 输出 量 y(1) 的 有 界 涵义 ， 可 以 等 效 地 
按 其 每 个 分 量 值 的 模 的 有 界 性 来 表征 ， 若 
u(t) = (60), wt), ee, w(t) ) 
y(2) = 70), yt), ,7)) 











则 有 界 的 涵义 为 
lu(t) |<m, i=1, 2, :…, n, 0<m,<%, t=0 
ly,(2) |<m, J]=1, 2, *…, n, 0<m<%, t=0 
为 了 进 一 步 理解 系统 外 部 稳定 性 的 定义 ， 下 商 以 单 输 入 单 输 出 系统 为 例 加 以 说 明 。 
例 4-1 设 单 输 入 - 单 输 出 系统 的 状态 空间 描述 为 


x =Ax+bu 
y=cx 
初始 状态 为 x。， 试 分 析 系 统 的 外 部 稳定 性 。 
解 线性 定常 系统 ， 在 系统 输入 zx 的 作用 下 系统 的 输出 响应 为 


y= cg(Dmm + cb -7r)pu(r)dr = + 


式 中 ，y, 为 堆 输 入 响应 ，y =cp(1)xo; 史 为 堆 状 态 响 应 ,y。= [ep(1 - 7)bu()dr。 
根据 外 部 稳定 性 的 定义 ， 令 x。 =0。 若 系统 对 任何 有 界 输入 
Iu| <m, 0<m:<%, t=0 
系统 的 输出 响应 y 的 值 为 
中 eB -madr 过 Wo。 和 


就 称 该 系统 是 有 界 输入 有 界 输出 稳定 的 ， 即 具有 外 部 稳定 性 
特别 指出 ， 对 于 单 输入 - 单 输出 线性 定常 系统 而 言 ， 在 经 典 控 制 理论 中 定义 的 传递 函数 正 
是 表征 了 系统 在 零 初 始 条 件 下 ， 输 出 量 与 输入 量 两 者 间 的 关系 。 因 此 ， 对 于 线性 定常 系统 
X =Ax+bu 
y=cx 

有 具 有 外 部 稳定 性 的 充分 必要 条 件 等 价 于 其 传递 孙 数 

W(s) =c(sT-A)™b 
的 所 有 极点 都 位 于 s 平面 的 左 半 边 。 


第 二 节 ”动态 系统 的 内 部 稳定 性 


一 般 情况 而 言 ， 动 态 系 统 的 内 部 稳定 性 是 指 系统 零 输 入 时 内 部 状态 自由 运动 的 稳定 性 
通常 是 采用 俄国 数学 家 李 雅 普 诺 夫 所 提出 的 定义 。 李 雅 普 诺 夫 关于 稳定 性 的 定义 是 针对 系统 
的 平衡 状态 而 言 。 它 不 仅 适 用 于 单 变量 、 线 性 、 定 常 系统 ， 而 且 也 适用 于 多 变量 、 非 线性 和 
时 变 系统 。 先 介绍 与 定义 有 关 的 两 个 概念 。 
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一 、 系 统 的 平衡 状态 
设 不 受 外 部 作用 的 系统 (又 称 为 自治 系统 )， 其 状态 方程 为 


x =f(x, 1) (4-1) 
式 中 , x 为 n 维 状 态 向 量 , x = (xi，x;，…，X,)'; f(x, 1) 为 n 维 向 量 函 数 , f(x, 1) = 
CAE ,f(x,t) ) 。 
若 式 (4-1) 系统 存在 一 状态 x,， 对 任意 的 时 间 ;都 有 


x =f(x,, 1) =0 
则 称 x, 为 式 (4-1) 系统 的 平衡 状态 。 
由 上 面 的 定义 可 知 ， 若 已 知 系统 的 状态 方程 ， 则 令 状 态 方程 为 零 时 所 求 出 的 解 x， 就 是 
该 系统 的 平衡 状态 。 故 平衡 状态 又 常 称 为 系统 的 零 解 。 


如 果 式 (4-1) 系统 是 线性 定常 系统 ， 即 x =f(x,， 1t) =Ax，4 为 常 系数 矩阵 ， 则 并 维 
状态 空间 的 坐标 原点 一 定 是 它 的 一 个 平衡 状态 。 而 当 4 为 非 奇 异 和 矩阵 时 ， 坐 标 原 点 是 唯一 
的 平衡 点 ; 当 4 为 奇异 矩阵 时 ， 该 系统 除了 坐标 原点 是 平衡 状态 外 ， 还 会 有 其 他 的 平衡 状 

如 果 式 (4-1) 系统 是 非 线性 系统 ， 可 有 一 个 或 多 个 平衡 状态 。 平 衡 状 态 的 确定 可 通过 
求解 系统 方程 得 到 。 

二 、 状 态 向 量 范 数 

状态 向 量 x 与 平衡 状态 x, 之 间 的 距离 ， 常 用 范 数 x -x, | 来 表示 。 对 于 nn 维 状 态 空 























间 ， 其 范 数 表示 为 
xox = Vx ora) + (Xo x+ (4-2) 

若 平 衡 状态 为 状态 空间 的 原点 ， 即 x, =0， 则 式 (4-2) 变 为 
xl = ta + to = (Ky, ay es Ki) (Nl Na Ni) (4-3) 


1) 当 n=1 时, 由 式 (4-3) 有 


2 
| zx = Wo =% 


它 表 示 在 一 维 坐标 轴 上 ， 向 量 端点 至 坐标 原点 的 长 度 。 
2) 当 n=2 时, 由 式 (4-3) 有 
| xz 1 = /x + 
它 表 示 在 二 维 坐标 平面 中 ， 向 量 端点 至 坐标 原点 的 长 度 。 


3) 当 n=3 时 ,由 式 (4-3) 有 
| xz = Vs + + 

蕊 表示 在 三 维 坐标 空间 中 ， 向 量 端点 至 原点 的 长 度 。 

三 、 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 稳定 性 定义 

李 雅 普 诺 夫 提 出 4 个 有 关 稳 定性 的 定义 ， 它 们 是 : 稳定 、 渐 近 稳 定 、 大 范围 渐 近 稳定 和 
不 稳定 。 

1. 稳定 

设 系统 的 初始 状态 x。 位 于 以 平衡 状态 x, 为 球 心 ， 半 径 为 8 的 闭 球 域 5S(6) 内 ， 用 数学 
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表达 式 可 表示 为 
| xu -xs <5 +t=4 

若 式 (4-1) 系统 方程 的 解 x(1; zx，m) 在 1 一 % 的 过 程 中 都 位 于 以 平衡 状态 x, 为 球 

心 ， 任 意 规定 半径 为 e 的 闭 球 域 SCs) 内 ， 用 数学 表达 式 可 表示 为 
[x(tisxo,to) -x, | se t= 

则 称 该 系统 的 平衡 状态 x, 是 稳定 的 。 或 称 系统 有 李 雅 普 诺 夫 意义 下 的 稳定 性 。 

2. 渐 近 稳定 

若 系统 平衡 状态 x, 不 仅 具 有 李 雅 普 诺 夫 意义 下 的 稳定 ， 而 且 从 闭 球 域 58(8) 内 出 发 的 
任意 解 ， 当 1->w% 的 过 程 中 ， 不 但 不 会 超出 闭 球 域 SCe) ， 而 且 最 终 收敛 于 平衡 状态 x 或 其 
邻 域 ， 用 数学 表达 式 可 表示 为 














lim | x(tsxo,to) -x, | —0 

则 称 该 系统 的 平衡 状态 x. 是 渐 近 稳定 的 。 

3. 大 范围 渐 近 稳定 

若 式 (4-1) 系统 方程 在 任意 初始 条 件 下 的 解 ， 当 i 一 % 的 过 程 中 都 收敛 于 平衡 状态 x， 
或 其 邻 域 ， 则 称 系统 的 平衡 状态 x, 为 大 范围 渐 近 稳定 ， 或 称 全 局 渐 近 稳定 的 平衡 状态 。 

4. 不 稳定 

若 半径 5 的 值 无 论 选 得 多 么 小 ， 换 句 话 说， 初始 值 x 非常 接近 平衡 状态 x,， 而 由 闭 球 
域 5(6) 内 出 发 的 任意 解 ， 只 要 有 一 条 轨迹 线 离开 S(e) 闭 球 域 ， 就 称 系 统 的 这 种 平衡 状态 
x, 为 不 稳定 的 。 

对 二 阶 系 统 ， 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 x 


的 稳定 、 渐 近 稳定 和 不 稳定 ， 可 分 别 Gr) Ce) ”> 
通过 图 4-1 的 a、b 和 cc 做 几何 解释 。 
图 中 ，x. 表示 系统 的 平衡 状态 ，x。 | | 4 
表示 系统 的 初始 状态 ， 带 箭头 的 线 表 S(2) S(e) S(E) 
示 系 统 的 运动 x(t; x6。，t) 的 轨迹 。 
其 中 ， 图 4-1a 表示 平衡 状态 x, 是 稳 
定 的， 因为 系统 运动 x (1; x6，4,) 
的 轨迹 始终 在 S(s) 内 ,但 并 不 趋 于 
Xx,; 图 4-1b 表示 平衡 状态 x, 是 渐 近 稳定 的 ， 因 为 当 t 趋向 无 限 大 时 ， 系 统 运 动 x(t; xzo， 六) 
无 限 趋 近 于 平衡 状态 x,; 图 4-1c 则 表示 平衡 状态 x, 是 不 稳定 的 。 

对 上 述 定 义 ， 须 注意 如 下 几 点 : 

1) 对 于 线性 系统 来 说 ,任意 一 个 孤立 的 平衡 状态 (在 状态 空间 中 ， 表 现 为 彼此 分 开 的 
点 ) ， 都 可 以 通过 坐标 变换 移 到 状态 空间 的 原点 。 所 以 ， 分 析 原 点 的 稳定 性 就 具有 代表 性 。 

2) 对 于 非 线性 系统 来 说 ， 知 具有 多 个 平衡 状态 ， 因 为 各 平衡 状态 一 般 表 现 出 不 同 的 稳 
定性 ， 所 以 ， 在 分 析 稳 定性 时 需 对 各 个 平衡 状态 的 情况 进行 讨论 。 

3) 稳定 和 渐 近 稳定 ， 两 者 有 很 大 的 不 同 。 对 于 稳定 而 言 ， 只 要 求 状态 轨迹 永远 不 会 跑 
出 闭 球 域 SCs) ， 至 于 在 闭 球 域 SCe) 内 如 何 变化 不 做 任何 规定 。 而 对 渐 近 稳定 ， 不 仅 要 求 
状态 的 运动 轨迹 不 能 跑 出 闭 球 域 SCe) ， 而 且 还 要 求 最 终 收 敛 或 无 限 趋 近 平 衔 状 态 x 。 

4) 在 实际 的 工程 控制 系统 中 ,通常 认为 渐 近 稳定 性 质 比 稳定 性 质 更 重要 。 因 此 ， 总 是 














a) b) 9) 


图 4-1 本 雅 普 诺 夫 意 义 下 稳定 性 的 几何 解释 
a) 稳定 b) 渐 近 稳定 “) 不 稳定 
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希望 系统 的 平衡 状态 是 (大 范围 ) 渐 近 稳定 的 。 
5) 对 于 线性 系统 而 言 ， 如 果 平 衡 状态 是 渐 近 稳定 的 ,那么 它 一 定 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 
例 4-2 ” 设 系统 的 状态 方程 为 





xX =Ax+bu 
0 0 0 0 
而 4=|0 -1 0 中 x(0) =x, zz0 
0 0 一 2 2 








试用 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定义 ,判别 系统 的 稳定 性 。 
解 ” 令 输入 作用 w=0。 系 统 的 平衡 状态 x.， 由 状态 方程 , 令 %*， =0，%，,=0，%3=0 解 
出 ， 有 

















Xel 0 
%, = |% |=|0 
Ne 0 
线性 定常 系统 ， 输 入 为 零 时 状态 方程 的 解 为 
er 0 0 /Xo Xol X1 
X(t, x,, to) =e xo=|I0 ee 0 |xo|=|xoe |=|%, t=0, 1=0 
0 0 e”/\wo Xe N3 
求 范 数 
x-x =|xl =r) + (xzoe ') + (Xe ™)? 1 过 0 
于 是 有 
lim | «| = 


上 式 表 明 ， 当 时 间 i 一 w 时， 状态 的 运动 轨迹 趋 近 于 初始 状态 z 的 分 量 值 xu ， 而 不 是 
收敛 于 平衡 状态 x, =0 的 点 。 根 据 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 的 有 关 定 义 可 知 ， 系 统 是 稳定 的 ,但 不 
是 渐 近 稳定 的 。 

对 于 同一 系统 而 言 ， 其 外 部 稳定 性 与 其 内 部 稳定 性 之 间 的 关系 如 何 ?” 为 说 明 同 一 系统 的 
这 两 种 稳定 性 之 间 的 关系 ， 下 面 只 对 单 输 入 - 单 输出 线性 定常 系统 的 情况 进行 讨论 。 

由 第 一 章 知 道 ， 对 于 同一 个 线性 定常 系统 可 有 两 种 数学 模型 来 表达 : 一 是 传递 函数 ; 二 
是 状态 空间 描述 。 设 某 一 线性 定常 系统 ， 用 传递 函数 表达 时 ， 有 
y(s) bs™” +b,is™ + tbistbo N(s) 








W(s) = mn (4-4) 


R(s) s* +a,_1s” +als+ao _D(s) 
式 中 ,y(s) 为 系统 输出 量 的 拉 普 拉 斯 变换 式 ;R(s) 为 系统 输入 量 的 拉 普 拉 斯 变换 式 。 
并 假设 传递 函数 丈 (s ) 的 分 子 N(s) 和 分 母 D(s) 没 有 公 因 子 存 在 。 当 用 状态 空间 描述 时 ,有 
xX =Ax+bu 
y=cx 
两 种 数学 模型 之 间 可 以 相互 转换 。 例 如 ,可 由 状态 方程 求 出 传递 函数 
cadj(sT -A)b 


W(s) FO (4-5) 
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式 中 ,det( -4) =1s1-A| 为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 。 
系统 特征 值 就 是 系统 矩阵 4 的 特征 值 ， 也 即 是 特征 方程 





lIsT-Al=0 
的 根 。 
若 该 系统 具有 能 控 性 和 能 观 性 ， 换 名 话说 ， 如 果 式 (4-5) 的 分 子 和 分 母 不 存在 公 因 子 
相 消 ， 那 么 ， 比 较 式 (4-4) 和 式 (4-5) ， 一 定 会 
D(s) =det(sT -A) (4-6) 


式 (4-6) 表明 ， 该 系统 的 传递 函数 极点 与 系统 的 特征 值 是 完全 相同 的 。 由 于 外 部 稳定 
性 可 由 传递 函数 极点 的 性 质 决 定 ， 而 状态 稳定 性 由 状态 解 的 运动 轨迹 来 决定 ， 状 态 的 运动 轨 
迹 实 际 上 是 通过 “状态 转移 和 矩阵 ”来 描述 的 ， 而 状态 转移 矩阵 又 与 系统 的 特征 值 有 关 。 所 
以 ， 在 这 种 情况 下 ， 帮 该 系统 具有 内 部 稳定 性 ， 也 一 定 具 有 外 部 稳定 性 。 

知 该 系统 不 具有 能 控 性 和 能 观 性 ， 换 句 话 说， 如 果 式 (4-5) 的 分 子 和 分 母 存在 有 相同 
的 公 因子 ， 那 么 ， 必 有 











D(s) 天 det(s -A) (4-7) 

式 (4-7) 表明 ,该 系统 的 传递 函数 极点 数 只 是 系统 特征 值 的 一 部 分 。 在 这 种 情况 下 ， 
如 果 系 统 具 有 外 部 稳定 性 ， 就 不 一 定 具有 内 部 稳定 性 。 因 为 ， 当 式 (4-5) 的 分 子 和 分 母 多 
项 式 含 有 正 根 的 公 因子 项 时 ， 与 正 特征 值 相对 应 的 状态 变量 是 不 稳定 的 ; 而 在 传递 函数 中 ， 
由 于 零 、 极 点 对 消 后 没有 出 现 该 正极 点 ， 故 系统 具有 外 部 稳定 性 。 

由 以 上 分 析 ， 可 得 出 如 下 结论 : 

1) 知 线性 定向 系统 是 “内 部 稳定 ”的 ， 则 一 定 是 “外 部 稳定 ”的 。 

2) 若 线 性 定常 系统 是 “外 部 稳定 ”的 ， 则 不 能 保证 其 是 “内 部 稳定 ”的 。 

3) 若 线 性 定常 系统 具有 能 控 性 和 能 观 性 ， 则 其 内 部 稳定 性 和 外 部 稳定 性 是 等 价 的 。 

由 此 可 见 ， 动 态 系统 的 内 部 稳定 性 的 定义 要 比 外 部 稳定 性 的 定义 严格 。 只 用 传递 函数 的 
极点 性 质 来 判定 该 系统 的 稳定 性 并 不 一 定 能 真正 反映 出 系统 稳定 的 性 能 ,甚至 有 可 能 导致 错 
误 。 一 个 具有 外 部 稳定 的 系统 ， 完 全 有 可 能 由 于 内 部 状态 的 不 稳定 性 造成 系统 中 某 些 元 部 件 
的 饱和 ， 甚 至 损坏 而 使 系统 无 法 正常 工作 。 

例 4-3 ”线性 定常 系统 状态 空间 描述 为 

x =Ax+bhu 


-2 0 0 
而 -| 外 | je 1) 
0 -3 1 


试 分 析 系 统 的 状态 稳定 性 和 输出 稳定 性 。 
解 ” 令 w=0。 系 统 的 平衡 状态 x, =0。 
零 输 入 时 的 状态 解 为 








x(t) =exp(At)x(0) 
X(0) 为 初始 状态 


-2 0 exp( —21) 0 
exp(A1) -| 0 lel 0 a | 
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所 以 有 Xi(t) =exp( -2t)x(0) 
x (t) =exp( —3t)%x,(0) 
当 iw% 时 
xi(t)—0, x,(t)—0 

所 以 系统 的 状态 是 稳定 的 。 

系统 的 输出 为 

y(t) =cx=(2 1)x=2x +x, 

当 1% , y(t) 一 0( 等 于 输入 )。 输 出 是 稳定 的 ， 而 状态 也 是 稳定 的 。 

例 4-4 ”线性 定常 系统 状态 空间 描述 为 

x =Ax+bu 


试 分 析 系统 的 稳定 性 。 
解 零 输 入 时 的 状态 解 为 


ee 由 i 
x(t) =exp(At)x(0) = 0 exp( -31) 作 x (0) 





所 以 有 
xi(t) =exp(2t)x(0) 
te 0) 
当 iw% 时 


Xi(1) 一 w% ,所 以 状态 x| 是 不 稳定 的 。 
x2(1) 一 0 ,所 以 状态 x, 是 稳定 的 。 
系统 的 输出 y(t) =(0 1)x=%,(t) 
当 1w 时 ， 输出 y(t) =x,(t) 一 0。 
输出 是 稳定 的 ， 而 状态 是 不 稳定 的 。 


第 三 节 ” 李 雅 普 诺 夫 判 稳 第 一 方法 


对 于 式 (4-1) 系统 的 稳定 性 ， 李 雅 普 诺 夫 提 出 了 两 种 判别 稳定 性 的 方法 ,分 别称 为 
“ 李 雅 普 诺 夫 第 一 方法 ”和 “ 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 ”。 本 节 先 介绍 第 一 方法 。 

李 雅 普 诺 夫 第 一 方法 又 常 称 为 “间接 法 ”。 它 的 基本 思路 是 ， 对 于 非 线性 系统 ， 必 须 先 
将 系统 的 方程 线性 化 ， 然 后 用 线性 化 方程 的 特征 值 来 判别 原 系统 的 稳定 性 。 对 于 线性 定常 系 
统 只 需求 出 其 特征 值 就 可 判别 其 稳定 性 。 

一 、 非 线性 系统 

设 非 线性 系统 的 方程 为 




















x =f(x) (4-8) 
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式 中 ,x 为 n 维 状态 向 量 ; f(x) 为 n 维 向 量 函 数 , 且 对 x 有 连续 的 俩 导数 存在 。 
系统 的 平衡 状态 为 x,。 将 非 线 性 向 量 函 数 f(x) 在 平衡 状态 x 附近 展开 成 泰勒 级 数 ， 表 

















xX =f/(x) =Ax+A(x) (4-9) 
式 中 ,Ax 为 方程 式 (4-8) 的 一 次 近似 式 ; 即 

=Ax (4-10) 

of of of 

O0X1 Ox, 轴 OX, 

of op 0, 

A=—7| =|0x dw, Ox 

OX . 
df, 赤 9 
Ox! Ox, 轴 OX, 


A(z) 为 表示 含有 二 次 以 上 的 高 阶 导数 项 。 

用 李 雅 普 诺 夫 判别 系统 方程 式 (4-8) 稳定 性 的 方法 如 下 : 

用 一 次 近似 式 (4-10) 代替 原 系统 方程 式 (4-8)， 即 忽略 式 (4-9) 中 的 二 次 以 上 的 高 阶 
导数 项 A(x) ， 得 出 的 非 线 性 系统 一 次 近似 的 线性 化 数学 模型 式 (4-10) ， 进 行 判定 其 稳定 性 。 

1) 若 系 数 矩 阵 4 的 所 有 特征 值 都 具有 负 实 部 ， 则 原 式 (4-8) 系统 在 平衡 状态 x 处 是 
渐 近 稳定 的 ， 系 统 的 稳定 性 与 被 忽略 的 二 次 以 上 的 高 阶 导 数 项 A(x) 无 关 。 

2) 若 系数 和 矩阵 4 的 所 有 特征 值 中 ， 只 要 有 一 个 实 部 为 正 的 ， 那么 原 式 (4-8) 系统 在 
平衡 状态 x, 处 是 不 稳定 的 ， 系 统 的 稳定 性 与 被 忽略 的 二 次 以 上 的 高 阶 导数 项 A(x) 无 关 。 

3) 若 系数 矩阵 4 的 所 有 特征 值 中 ， 只 要 有 一 个 特征 值 的 实 部 为 零 ， 其 余 的 都 具有 人 负 实 部 ， 
那么 原 式 (4-8) 系统 是 否 稳 定 ， 与 被 忽略 的 二 次 以 上 的 高 阶 导数 项 A(x) 有 关 , 不 能 由 A 的 
特征 值 性 质 来 判别 原 系 统 的 稳定 性 。 这 时 ， 要 用 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 来 判别 系统 的 稳定 性 。 

例 4-5 ” 非 线 性 弹 得 -线性 阻尼 系统 ,其 状态 方程 为 




















| X 1=Xo 

X,= 一 Qsinxi -Bx, + Yu 

其 中 ， 系 数 a、B 和 7 均 大 于 零 。 设 输入 为 常数 ， 试 判别 系统 在 其 平衡 状态 的 稳定 性 。 
解 邻 | =0,%,=0, 求 出 平衡 状态 x, 为 





对 原 系统 方程 做 偏差 向 量 置 换 ， 令 


4 
yi =M%i -Xo 三 Xi 一 arcsln —u 
CQ 





J Ny NB Ns 
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yi = 和 
y,= -asin |y +arcsin 一 人 | -By, +yu 
az 


将 上 式 做 线性 化 处 理 ， 有 














9f 9f | | 
90% 9 
4= a sy 
90f 9 一 Qcos 17 +arcsin —u -pbB — Qcos | arcsin — 一 以 -pbB 
Qt a 
9 9 和 入 7” 
和 =0 


则 系统 的 线性 化 方程 为 


yi ds 

( .7 ) 

y», = —Qcoslarcsin —u Jy, -By, 
Q 


特征 方程 为 





det( A -4) = 刀 +B14+acos (arcsin yy ) =0 
a 





因为 a、B、y 均 大 于 零 ， 当 w>0 时 ，cos (aresin “wu ) >0， 线 性 化 系统 的 两 个 特征 值 均 具有 
以 





负 的 实 部 ， 所 以 原 系统 在 平衡 状态 是 渐 近 稳 定 的 。 当 w <0 时 ，cos (arcsin 了 u ) <0， 特 征 值 
Q 


具有 正 的 实 部 ， 所 以 原 系统 在 平衡 状态 x. 处 是 不 稳定 的 。 

二 、 线 性 定常 连续 系统 

线性 定常 系统 ， 其 状态 空间 描述 

大 =Ax+bu 
了 = cx 

平衡 状态 为 x,.。 李 雅 普 诺 夫 判 稳 的 第 一 方法 是 ， 对 上 式 的 系统 ,平衡 状态 x, 渐 近 稳定 的 充 
分 必要 条 件 是 ， 和 矩阵 4 的 所 有 特征 值 都 具有 负 实 部 。 

例 4-6 已 知 系统 方程 








x =Ax+bu 
= cx 


0 6 2 
而 4-| 外 | j=0 1) 
1 -1 1 


试 分 析 系 统 的 外 部 稳定 性 和 内 部 稳定 性 。 
解 (1) 外 部 稳定 性 分 析 
系统 的 传递 函数 为 


Ss 一 0 是 一 之 5 一 2 1 
Ws) =e(s1 -A) b=(0 2 网 | J 
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由 于 传递 函数 的 极点 为 “-3”， 位于;s 左 半 平 面 ， 故 系统 具有 外 部 稳定 性 。 
(2) 内 部 稳定 性 分 析 
和 矩阵 4 的 特征 方程 为 
det(M -4) =AA+1) -6=(4-2)(A+3) =0 
由 于 德 阵 4 的 特征 值 有 一 个 为 正 ， 故 系统 不 具有 渐 近 稳定 性 。 
两 种 结果 不 同 ， 是 因为 具有 正 实 部 的 极点 “2” 在 传递 水 数 中 被 零点 “2” 相 对 消 ， 
此 在 零 初 始 状态 的 输入 输出 特性 中 没有 表现 出 来 。 


第 四 节 ” 李 雅 普 诺 夫 判 稳 第 二 方法 


李 雅 普 诺 夫 判 别 系统 稳定 性 的 第 二 方法 又 称 为 李 雅 普 诺 夫 直 接 法 。 它 不 仅 适用 于 判别 线 
性 系统 的 渐 近 稳定 性 ， 而 且 也 是 确定 非 线性 系统 、 时 变 系统 稳定 性 的 更 为 一 般 的 方法 。 在 使 
用 这 种 方法 时 ， 对 线性 定常 系统 不 必 去 求 系数 矩阵 4 的 特征 值 。 对 于 非 线性 系统 ， 也 不 必 
进行 线性 化 的 近似 处 理 。 所 以 ， 这 种 方法 具有 很 大 的 优越 性 。 

李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 ， 是 从 系统 能 量 的 观点 出 发 对 系统 进行 稳定 性 分 析 。 它 的 基本 思想 
是 ， 如 果 一 个 系统 ， 它 的 总 能 量 连 续 地 减 小 ， 直 到 平衡 状态 时 会 衰减 到 最 小 值 ， 那 么 这 个 系 
统 就 是 浙 近 稳定 的 。 为 了 表征 系统 的 这 一 “总 能 量 ”， 李 雅 普 诺 夫 引 出 了 一 个 虚构 的 能 量 阴 
数 ， 并 称 为 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 简 称 为 “ 李 氏 函数 ”。 李 氏 函 数 一 般 与 状态 变量 和 时 间 有 关 ， 
记 为 V(x,t)。 寿 不 显 含 1， 则 记 为 V(x)。V(%) 函数 是 一 个 标量 函数 ， 李 雅 普 诺 夫 就 是 用 


V(x) 和 其 导数 V(x) 的 正 负 来 判别 系统 的 稳定 性 。 

因此 ， 应 用 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 来 判别 系统 稳定 性 时 最 关键 的 问题 是 ， 要 找到 李 氏 函 
数 V(x)。 过 去 要 想 找 到 李 氏 函数 主要 是 靠 人 的 经 验 和 技巧 进行 试探 ， 这 曾经 严重 地 阻碍 
着 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 的 推广 应 用 。 现 在 ， 由 于 计算 机 技术 的 发 展 和 数字 计算 机 的 普及 
应 用 为 寻找 到 所 需要 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 变 得 较 容易 。 另 外 ， 近 年 来 随 着 现代 控制 理论 的 
兴起 和 发 展 ， 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 又 重新 引起 工程 控制 界 的 重视 ,并 且 正 在 继续 得 到 研 



























































究 和 发 展 。 
先 介 绍 标量 函 数 V(%) 的 符号 性 质 ， 然 后 不 加 证 明 地 给 出 李 雅 普 诺 夫 判 稳 第 二 方法 的 有 
关 判 据 。 


一 、 标 量 函 数 V(x) 的 符号 性 质 
设 V(x) 是 在 域 2 中 的 n 维 状态 x 所 定义 的 一 个 标量 函数 ,是 在 x*=0 处 ， 有 V(x) =0。 
如 果 对 在 域 2 中 的 非 零 状态 ， 即 当 x 关 0 时 ， 有 
1) V(x) >0， 则 称 V(x) 为 正定 的 。 例 如 ，V(x) =x? +x;， 是 正定 的 。 
2) V(x) 大 0， 则 称 V(x) 为 半 正 定 的 。 例 如 ，V(x) = (wi +x,)*， 是 半 正 定 的 。 
3) V(x) <0， 则 称 V(x) 为 负 定 的 。 例 如 ，V(x) = - (wi +%%)， 是 负 定 的 。 
4) V(x) 0， 则 称 V(%) 为 半 负 定 的 。 例 如 ，V(x) = - (xi +%%)*， 是 半 负 定 的 。 
5) V(x) 既 可 能 为 下 ， 也 可 能 为 负 ， 则 称 Kx ) 为 不 定 的 。 例 如 ，F(x) =xix; +x。 
、 二 次 型 标量 函数 的 符号 性 质 
二 次 型 函数 是 一 类 重要 的 标量 函数 ， 在 李 雅 普 诺 夫 判 别 系统 稳定 性 的 第 二 方法 中 常 取 它 
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为 李 雅 普 诺 夫 函数 。 
设 ” 个 状态 变量 为 由 、 属 ，…，z， 和 矩阵 己 为 实 对 称 和 矩阵 (Pi =P;)， 则 





Pu Pi pi Xl 
Pp Pp2 Pp 区 
Wr) peta we sq 
Pp 1 Pr Pp Nn 


称 为 二 次 型 函数 。 
对 于 P 为 实 对 称 和 矩阵 的 二 次 型 V(x) 的 符号 性 质 可 以 用 塞 尔 维 斯 特 准则 来 判断 。 
塞 尔 维 斯 特 判 据 如 下 : 




















设 实 对 称 抢 阵 忆 为 
Pu Pr pi 
P= Pa2l Pp2 , py =p, 
Pn Pm Ss Pm 
A, (i=1, 2; “", n) 为 其 各 阶 主子 行列 式 : 
Pu Pi 
Ai =pi, A,= » ,An= |P| 
Po P22 
1) 二 次 型 了 (x) 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 ， 和 矩阵 了 的 所 有 主子 行列 式 为 正 。 即 
Pp Pp 
A =pn >0， A, = " >0，…，Am = lB| >0 
Pa P22 








2) 二 次 型 了 (x) 为 负 定 的 充分 必要 条 件 是 ， 和 矩阵 P 了 的 各 阶 主子 行列 式 满足 
4 >0 i 为 偶数 

【<0 ”这 为 奇数 

3) 二 次 型 了 (x) 为 半 正 定 ( 非 负 定 ) 的 充分 必要 条 件 是 ， 和 矩阵 P 的 各 阶 主子 行列 式 满 


.> 2 nl 
i=n 


4) 二 次 型 V(x) 为 半 负 定 ( 非 正定 ) 的 充分 必要 条 件 是 ,矩阵 P 的 各 阶 主子 行列 式 满 








三 0 i 为 偶数 
<0 i 为 奇数 


ee 

=0 i=n 

三 、 稳 定性 判 据 

下 面 不 加 证 明 地 介绍 李 雅 普 诺 夫 判别 系统 稳定 性 第 二 方法 的 三 个 判 据 。 
设 系 统 的 状态 方程 为 





xX =f(x) (4-11) 
平衡 状态 x, =0。 不 失 一 般 性 ， 把 状态 空间 的 原点 作为 系统 的 平衡 状态 。 若 平衡 状态 不 在 原 
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点 ， 则 可 通过 坐标 的 变换 来 达到 。 

若 可 以 找到 一 个 单 值 标量 函数 V(x)， 而 且 它 对 % 的 每 个 分 量 ,1 =1,， 2，.…, n, 均 
有 连续 的 一 阶 偏 导数 了 (xz) 存 在 。 

判 据 一 若 V(x) 和 V(x) 满 足下 列 条 件 

1) V(x) >0， 即 V(x) 是 正定 的 。 

2) V(x) <0， 即 V(x) 是 负 定 的 。 

则 称 式 (4-11) 系统 在 原点 处 的 平衡 状态 是 渐 近 稳定 的 。 

3) 如 果 又 满足 随 着 上 |x| 一 w ， 有 V(x) 一 w ， 则 称 式 (4-11) 系统 在 原点 处 的 平衡 状 
态 是 全 局 一 臻 (或 称 为 大 范围 ) 渐 近 稳定 的 。 

判 据 二 车 V(x) 和 V(x) 满 足下 列 条 件 

1) V(x) >0,， 即 V(x) 是 正定 的 。 

2) V(x) <0, 即 V(x) 是 半 负 定 的 ， 则 称 式 (4-11) 系统 在 原点 处 的 平衡 状态 是 稳 
定 的 。 

3) 如 果 又 满足 对 于 任意 的 初始 时 刻 时 的 任意 状态 wo 关 0， 在 1 时 除了 在 x =0 时 有 
V(x) =0 外 ，V (x) 不 恒 等 于 零 。 则 称 式 (4-11) 系统 在 原点 处 的 平衡 状态 是 渐 近 稳定 的 。 


判 据 三 车 V(x) 和 V(x) 满 足下 列 条 件 

1) V(x) >0， 即 V(x) 是 正定 的 。 

2) V(x) >0， 即 V(x) 是 正定 的 ， 则 称 式 (4-11) 系统 在 原点 处 的 平衡 状态 是 不 稳 
定 的 。 

例 4-7 ” 设 系 统 的 运动 方程 为 


| 1 三 %o — axi (x + x2 ) 





a>0 
， 2 2 
Ny = 一 Xi 一 ao(X 十 ?5 ) 


试 判别 平衡 状态 处 的 稳定 性 。 
解 (1) 确定 系统 的 平衡 状态 x, 

今 原 方程 ,=0，, =0， 可 求 出 wx =0，x, =0。 所 以 , 平衡 状态 为 x, = (0 
(2) 寻找 一 个 正定 的 李 雅 普 诺 夫 函数 V(x) ， 选 取 V(x%) 为 正定 的 二 次 型 


1 0 
V(x) -| 


0 1 
(3) 求 Vx) 对 时 间 + 的 导数 
V(x) = Vz) 


Xl OX, 


0) 





各 2 
| 一 X%| 十 %) >0 


。 闪光 
X=2x1 X11 + Ns = 2a + ) 





由 于 a>0, 可 见 V(x) <0， 是 负 定 的 
由 判 据 一 可 知 ， 系 统 在 平衡 状态 xz = (0 0) "处 是 渐 近 稳定 的 。 又 因为 当 |x | 一 oo 时 ， 
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有 V(x) 一 we 。 所 以 ,系统 在 平衡 状态 处 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 
例 4-8 考察 下 列 系 统 在 平衡 状态 处 的 稳定 性 。 
ts = -Bl +x,) x — xi B>0 
解 (1) 系统 的 平衡 状态 为 x, = (0 0)" 
(2) 选择 李 雅 普 诺 夫 孔 数 V(x) ， 并 求 其 导数 


V(x) = + 2 >0 








V (x) =2% t+2x, ,= -2B(l +%,) x 

考察 V(x): 

当 ww, =0, wi 关 0 时 ， 有 V(x) =0。 

当 w = -1, wi 关 0 时 ， 有 V(x) =0。 

其 余 情 况 下 ，V (x) <0。 
所 以 ，V(x) <0, 即 V(x) 是 半 负 定 的 。 由 判 据 二 可 知 ， 系 统 在 平衡 状态 处 是 稳定 的 。 

(3) 进一步 考察 了 (zx) 在 系统 方程 的 非 零 状态 运动 轨迹 线 上 是 否 恒 为 零 。 

反 设 V(x) =0。 这 时 存在 两 种 情况 : x,(1) =0 及 x 任意 ; w(t) 三 -1 及 任意 。 

先 看 第 一 种 情况 。x,(1) =0 意味 着 x,(1) =0 和 (1) =0, 将 其 代入 原状 态 方程 得 出 
xi(t) =0 移 1(1) =0。 所 以 在 这 种 情况 下 ， 只 有 平衡 状态 x, =x, =0 才 满 足 V(x) =0。 

再 看 第 二 种 情况 。%,(1) = -1 意味 着 (1) 三 -1 和 多,(t) =0。 将 其 代入 原状 态 方程 得 
出 xi(t)=0 和 多 1(t) = -1。 这 个 结果 是 矛盾 的 。 所 以 这 种 情况 不 会 发 生 在 方程 的 解 运动 轨 
二 
ER 

例 4-9 ” 设 系统 状态 方程 为 








试 判别 系统 在 平衡 状态 处 的 稳定 性 。 
解 (1) 求 平衡 状态 x,。 
邻 方程 Xx =0， 则 x, =0, 即 vw =% = 0 
(2) 选取 李 雅 普 诺 夫 函 数 V(x) ， 并 求 其 对 ;的 导数 


V(x) = + >0 





V (x) =2x1 X | +2xs X， =2(% +22 ) >0 
由 判 据 三 知 ， 系 统 在 平衡 状态 x。 = 0 处 是 不 稳定 的 。 
应 用 上 面 判 据 去 判别 系统 稳定 性 时 ， 需 注意 以 下 两 点 : 
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1) 由 判 据 看 出 ， 在 应 用 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 分 析 系 统 稳定 性 的 关键 ,在 于 如 何 找到 李 
雅 普 诺 夫 函 数 V(x)。 然 而 判 据 本 身 并 没有 提供 构造 李 雅 普 诺 夫 也 数 的 一 般 方法 。 目 前 ， % 
这 个 函数 主要 靠 试 探 ， 因 此 需要 一 定 的 经 验 和 技巧 。 许 多 情况 下 常 取 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 二 
型 ， 即 V(x) =x "Px, P 为 实 对 称 方 阵 ， kl le 定常 的 或 时 变 的。 至 于 构造 0 
诺 夫 函数 的 一 些 方法 ， 例 如 “克拉 索 夫 斯 基 方法 ”,“ 变 量 梯度 法 ”， 可 参阅 有 关 文献 。 

2) 上 述 判 据 只 给 出 了 判别 系统 稳定 性 的 充分 条 件 ， 并 不 是 必要 条 件 。 就 是 说 ， 对 于 给 
定 的 系统 ， 如 果 所 选取 的 正定 标量 函数 其 导数 不 是 负 定 的 ， 并 不 能 就 断言 该 系统 是 不 稳定 
的 ， 因 为 很 可 能 还 没有 找到 合适 的 函数 。 请 看 下 面 例 子 。 

例 4-10 ” 设 系统 的 状态 方程 为 















































试 判别 系统 在 平衡 状态 处 的 稳定 性 。 
解 (1) 确定 平衡 状态 x,。 


令 


所 以 ,平衡 状态 x,.= (0 0) 

(2) 选 正定 的 一 个 二 次 型 函数 V(x) =2x? + 必 >0, 求 V(x) 对 + 导数 V(x) =4x ,+ 
2x, % , =2X1 x — 2x76 

由 了 (x) 可 知 ， 其 符号 是 不 定 的 。 所 以 ， 不 能 提供 系统 是 否 稳定 的 信息 。 

若 选 男 一 个 正定 的 二 次 型 函数 V(x ) =x? +%; >0, 求 V(x) 对 1 导数 ， V(x) =2xi 和 | 十 
2xX = -2x 大 0。 

可 见 ，Y(x) 是 负 半 定 的 。 因 此 ， 系 统 在 平衡 状态 处 是 稳定 的 。 

再 选 另 一 个 正定 的 二 次 型 函数 


V(x) =(x %,) = (x +%) +2x +x >0 
六 六 1 + 





求 V(x) 对 5 导数 V(x) =2(z +%y) (元 十 部 2) +4%1 完 1 +2%2y 完 2 = -2( 信 + 愉 ) <0 


可 见 ， 六 (x) 是 负 定 的 。 而且， 当中 x 一 w 时 ， 有 V(x) 一 w 。 所 以 ， 系统 在 平衡 状态 
处 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 或 者 说 ， 系 统 具 有 全 局 的 稳定 性 。 


第 五 节 ” 李 雅 普 诺 夫 判 稳 方 法 在 线性 系统 中 的 应 用 


李 雅 普 庄 夫 第 一 9 常 系统 的 稳定 性 时 ， 2 
F 值 。 这 对 于 高 阶 系统 来 说 ， 常 常 是 困难 的 。 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 不 仅 用 于 分 析 线 性 定 














特征 
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系统 的 稳定 性 ， 而 且 对 线性 时 变 系统 以 及 线性 离散 系统 也 能 容易 地 判别 其 稳定 性 。 本 节 只 介 
绍 第 二 方法 在 线性 定常 连续 系统 及 离散 系统 中 的 具体 应 用 。 

一 、 线 性 定常 连续 系统 的 稳定 性 分 析 

线性 定常 连续 系统 的 状态 方程 为 

=Ax (4-12) 

若 4 为 非 奇 异 和 矩阵 ， 则 系统 的 唯一 平衡 状态 是 状态 空间 的 原点 ， 即 x, =0。 

选取 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 V(x) 为 下 列 二 次 型 

V(x) =x' Px >0 





式 中 , P 了 为 n xn 维 实 对 称 正定 矩阵 。 
对 V(x) 取 时 间 导 数 


了 (xz) =IPx +x'Pi 


将 状态 方程 式 (4-12) 代入 ， 有 
V(x) = (Ax)'Pxr +x'PAx =x'A'Px +x'PAx =x'(A'P+PA)x 
根据 判 据 一 ， 要 使 系统 在 原点 是 渐 近 稳定 的 ， 则 要 求 V(x) 是 负 定 的 ， 即 
V(x) = -xzTrOr 
QO=-(A'P+PA) 
为 正定 的 ， 或 写成 


A'P+PA=-0 
上 面 的 分 析 ， 可 归纳 成 下 面 的 判别 线性 定常 连续 系统 稳定 性 的 判 据 。 
判 据 四 
线性 定常 连续 系统 
x =Ax 


在 平衡 状态 x, =0 处 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任意 给 定 一 个 正定 对 称 和 矩阵 2， 必 存在 
一 个 正定 实 对 称 和 矩阵 己 ， 使 得 
A'P+PA=-0 (4-13) 
成 立 。 而 且 标量 函数 zx"Px 也 是 系统 的 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 。 式 (4-13 ) 又 称 为 李 雅 普 诺 夫 方 
程式 。 
对 判 据 四 ， 应 注意 如 下 几 点 : 
1) 判 据 前 述 的 条 件 ， 是 充分 必要 的 。 


2) 若 Y(z) 沿 任 一 轨迹 不 恒 等 于 零 ， 那 么 @ 可 取 为 半 正 定 和 矩阵。 

3) 对 正定 对 称 和 矩阵 Q， 可 任意 给 定 其 型 式 , 但 最 终 的 判别 结果 将 与 8 的 型 式 选择 无 关 。 
因此 ,为 了 计算 方便 ， 常 取 Q =7， 即 取 8 为 单位 矩阵 。 

4) 判别 系统 稳定 性 时 ,通常 采取 先 选 取 和 矩 阵 CQ， 然 后 代入 李 雅 普 诺 夫 方程 式 (4-13 ) ， 
求解 出 矩阵 了 ， 依 P 的 符号 性 质 进 行 判 别 。 这 种 方法 ,计算 比较 简单 、 方 便 。 
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例 4-11 设 系 统 的 状态 方程 为 


试 确定 系统 在 平衡 状态 处 的 稳定 性 。 
解 ”状态 空间 的 原点 是 系统 的 平衡 状态 。 
设 选取 的 李 雅 普 庄 夫 函 数 为 


p, P 
V(x) =x'Px, | 





P, P,, 
式 中 的 P 由 李 雅 普 诺 夫 方 程 





AP+PA=-0 
确定 。 为 了 方便 起 见 ， 取 CO =T， 于 是 有 


0 -1 Pl Pr pu Pr 0 | -1 0 
Ll 网 ee . -1 -1 0 三 由 
展开 上 面 的 矩阵 方程 ， 令 等 式 两 边 对 应 元 素 相 等 ， 有 
-2pp = — 


pu -po -po =0 
2p1s -2p2 = 一 





3 


Dll pW pr =pi =—, pi =1 











利用 塞 尔 维 斯 特 判 据 检验 矩阵 了 的 各 主子 行列 式 符号 性 质 





3 
4 =P= 二 >0, 人 =1PIl = 
2 





P 是 正定 的 。 因 此 ， 系 统 在 原点 处 是 (大 范围 ) 渐 近 稳定 的 。 
李 雅 普 诺 夫 函 数 为 





V(x) =x'Px -了 (3 十 2X1X? +2x2 ) 
例 4-12 ”控制 系统 框图 如 图 4-2 所 示 。 要 求 系 统 渐 近 稳定 ， 试 确定 放大 系数 天 的 取 值 


解 ”由 系统 框图 可 求 出 系统 的 状态 方程 
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R(s) > K X3 1 X2 1 | x 
| tT 区 本 六 7) 


图 4-2 例 4-12 的 控制 系统 框 


4 1 0 1 op ro 
x,|=| 0 -2 1 NX, | 十 

. = UT ily | \K 
MX 3 一 


分 析 系 统 稳定 性 时 ， 可 令 输 入 r=0。 状态 空间 的 原点 为 系统 的 平衡 状态 ， 即 x. =0。 
选取 0 为 半 正 定 实 对 称 和 矩阵 
0 0 0 
‘| ,| 
0 0 1 


没有 选 @ 为 正定 实 对 称 矩 阵 ， 是 因为 Y(x) 沿 任意 轨迹 不 恒 等 于 零 的 原因 ， 分 析 如 下 : 


V(x) = -xzrOr = -x 


显然 ，V (x) =0 的 条 件 是 x, =0。 由 状态 方程 可 看 出 ， 若 x; =0， 计 ,=0， 则 wx， 和, 也 必须 
为 零 。 因 此 ，V (x) 恒 为 零 的 情况 ， 只 有 在 原点 处 才 成 立 。 所 以 ，0 可 取 正 半 定 阵 。 这 样 选 
0 的 目的 是 可 使 计算 简化 。 

设 己 为 实 对 称 和 矩阵 ， 具 有 如 下 形式 








下 



































pu Pa Py 

P=|p, Pp» Py 

p13 P23 P33 

由 A'P+Ph = -QO, 求解 出 

K? + 12K 6K 
mu 
3K K 6 

RR 











为 了 使 矩阵 了 为 正定 ， 由 赛 尔 维 斯 特 判 据 有 
12 -2K>0  K>0 





从 而 求 出 
0 < 天 <0 
所 以 , 在 0 ~6 范围 内 取 天 值 时 ， 系 统 在 原点 处 的 平衡 状态 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 
二 、 线 性 定常 离散 系统 的 稳定 性 分 析 
与 线性 定常 连续 系统 的 情况 相 类 似 ， 线 性 定常 离散 系统 的 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 分 析 ， 有 如 
下 判 据 : 
判 据 五 ”线性 定常 离散 系统 的 状态 方程 为 











130 现代 控制 理论 基础 ”第 4 版 


XxX(k+1) =Gx(k) (4-14) 
系统 在 其 平衡 状态 x, =0 处 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 是 ， 给 定 任 一 正定 的 实 对 称 和 矩阵 Q@， 存 
在 一 个 正定 的 实 对 称 和 矩阵 了， 使 得 

G'PG-P=-0 (4-15) 


V[x(k)] =X (Ek)Px(k) 
是 系统 的 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 。 
证 明 设 系统 的 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 
V[x(k)] =x (k)Px(k) 











式 中 ,P 为 正定 的 实 对 称 矩 阵 。 


对 于 离散 系统 ， 采 用 V[x(k+1) ] 和 V[x(k) ] 之 差 来 代替 连续 系统 中 的 V(x) 即 

AVIx(k)] =V[Ix(k+1)] -Vix(k)] =x (hk+1)Px(k+1) -x (hk)Px(k) 
将 状态 方程 式 (4-14) 代入 上 式 ， 有 

AV[x(k)] =[Gx(k)]"P[Gx(k)] -x (k)Px(k) 
=x (k)[G'PG-P]x(k) = -x (hk)Ox(k) 

式 中 ，GIPG -P= -0。 

由 于 V[x(k) ] 是 正定 的 ， 根 据 渐 近 稳定 的 条 件 ， 要 满足 系统 在 平衡 状态 处 是 大 范围 渐 
近 稳 定 的 条 件 ，Q 必须 是 正定 对 称 和 矩阵 。 

证 毕 。 

为 计算 方便 ， 在 应 用 上 面 判 据 时 ,仿照 连续 系统 的 做 法 ， 先 给 定 一 个 正定 的 对 称 和 矩阵 
Q， 然后 代入 式 (4-15) ， 即 G'PG -P= -Q, 解 出 矩阵 了 ， 最 后 再 按 P 是 否 具有 正定 性 来 
判别 系统 的 稳定 性 。 

例 4-13 设 离 散 系 统 的 状态 方程 为 

x(k+1)=Gx(k) 














0 1 0 
而 G = 0 中 >0 
0 K/2 0 
试 求 系统 在 平衡 状态 x, =0 为 渐 近 稳定 的 天 值 范围 。 
解 选取 0=1 
Pun Po Py 
P= ; P22» P23 
P13 P23 P33 


代入 式 (4-15)， 有 








0 0 0 pu pp Pw if0 1 0 Pu Pr Py 一 1 0 0 
1 0 KK P py pa | 0 0 1|-|1p2 P22 pas|=| 0 -1 0 
0 1 0 P13 P23 P33 0 kK/2 0 P13 P23 P33 0 0 -1 


展开 上 面 和 矩阵 方程 并 整理 ， 有 


第 四 章 ”控制 系统 的 稳定 性 分 析 














-Pu -Pi -P13 
Kk \2 K -1 0 0 
-p12 Pu 一 po 二 Kpa 二 (> ) Pa Pi 一 (i 一 )os -| 0 _1 0 
天 0 0 一 1 
P13 P= (4 Wp )os, P22 ~ P23 
解 上 面 方程 ， 得 
1 0 0 
kK \2 
2+ > ) 
0 Re 0 
Es = 
3 
0 0 FE 
| | 
由 判 据 五 知 ， 系 统 稳定 的 充分 必要 条 件 是 P 必须 正定 ， 即 
kK \2 
1— | >0 
亦 即 0 <K<2。 
习题 
4-1 已 知 系统 传递 函数 
s+a 
CC 5 


试 分 析 a 值 如 何 影 响 系 统 的 外 部 稳定 性 (BIBO， 即 有 界 输 入 - 有 界 输出 ) 和 内 部 稳定 性 。 
4-2 ” 试 确定 下 列 二 次 型 函数 的 符号 (正定 性 )。 
(1) V(x) =x? + 4x? + x 十 22 一 Go — 2x1Xs 
(2) V(x) =%? + 4x1x +5x? —2x,x3 + 
(3) V(x) = —x? +6xx, — 10x? +2x,x3 —4x? 
4-3” 试 确定 下 列 二 次 型 函数 为 正定 时 的 a 和 4 值 。 


2 2 2 
V(x) =x1 +ax; + bx3 +2x1%, — Ax x3 一 2X1X2 

















4-4 已 知 系统 方程 


。 。 2 
XX1=—X tu, Xs =X +2% 二 3 


求 系统 的 平衡 状态 。 


4-5 用 李 雅 普 诺 夫 第 二 法 判断 线性 系统 宇 ，= -x +x， 名 ，=2w -3x 平衡 状态 的 稳定 性 。 
4-6 已 知 线性 系统 方程 
。 让 
党 三 
之 1 


平衡 状态 在 坐标 原点 ， 用 李 雅 普 诺 夫 第 二 法 判断 系统 平衡 状态 稳定 性 。 
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4-7 已 知 非 线性 系统 方程 
和 | = 和 K(X tNA), 2% = 一 和 一 和 (好 十 迷 ) 
求 平衡 状态 ， 并 用 李 雅 普 诺 夫 第 二 法 判断 系统 稳定 性 。 
4-8 线性 定常 离散 系统 状态 方程 为 


0 1 
xsD=| je 


0.5 0 
求 系 统 的 平衡 状态 ， 并 分 析 平 衡 状 态 的 稳定 性 。 
4-9 ” 设 线性 定常 离散 系统 状态 方程 为 


0 1 0 
et 0 ho K>0 




















0 0.2K 0 








试 求 使 系统 渐 近 稳定 的 天 值 范围。 

















第 /于 
线性 定常 系统 的 综合 











控制 系统 的 综合 是 指 对 于 给 定 的 受 控 对 象 ， 根 据 规定 的 性 能 指标 ， 确 定 出 系统 的 控制 结 
构 ， 和 寻求 出 控制 的 策略 (控制 器 的 型 式 和 参数 ) ， 使 系统 的 控制 过 程 能 满足 生产 工艺 所 规定 
的 性 能 指标 要 求 。 

在 现代 控制 理论 中 ， 由 于 采用 了 状态 空间 来 描述 系统 ， 所 以 在 综合 系统 时 ， 除 了 采用 输 
出 反馈 方式 外 ， 更 多 的 是 采用 状态 变量 进行 反馈 。 综 合 的 算法 主要 是 极点 配置 。 

本 章 主 要 介绍 现代 控制 理论 基础 中 在 综合 系统 时 通常 采用 的 一 些 基 本 结构 ， 讨 论 综合 问 
题 中 有 关 的 极点 配置 、 状 态 观 测 、 镇 定 和 人 解 看 等 问题 。 


第 一 节 ”线性 反馈 控制 系统 的 基本 结构 


现代 控制 理论 中 ， 线 性 反馈 控制 系统 的 基本 结构 与 经 典 控 制 理论 中 的 基本 相同 ， 由 受 控 对 
象 、 控 制 器 和 检测 装置 三 大 部 分 组 成 。 不 同 的 是 ， 在 经 典 控制 理论 中 ， 讨 论 的 只 是 单 输入 - 单 
输出 系统 ， 采 用 的 是 输出 量 的 反馈 方式 。 而 在 现代 控制 理论 基础 中 ， 讨 论 的 除了 单 输入 - 单 输 
出 系统 外 ， 还 有 多 输入 - 多 输出 系统 。 采 用 的 反馈 方式 除了 输出 反馈 外 ， 还 采用 状态 反馈 。 

一 、 带 输出 反馈 结构 的 控制 系统 

输出 反馈 ， 就 是 将 系统 的 输出 量 通过 
反馈 网 络 后 回馈 到 系统 的 输入 端 ， 与 参考 
输入 一 起 ， 对 受 控 对 象 进 行 控 制作 用 。 在 
现代 控制 理论 中 ， 带 输出 反馈 结构 的 控制 
系统 ， 根 据 反馈 信号 回馈 点 的 位 置 不 同 ， 
有 两 种 基本 结构 。 种 是 反馈 信号 回馈 至 图 5-1 多 输入 -多 输出 系统 输出 反馈 结构 I 示意 医 
输入 矩阵 B 的 后 端 , 或 者 说 ， 回 馈 点 在 状态 微分 处 。 图 5-1 示 出 了 多 输入 - 多 输出 系统 输出 
反馈 的 这 种 结构 型 式 。 男 一 种 是 反馈 信号 回馈 至 输入 矩阵 B 的 前 端 ， 或 者 说 ， 回 馈 点 在 参 
考 信号 的 入 口 处 。 图 5-2 示 出 了 多 输入 -多 输出 系统 输出 反馈 的 这 种 结构 型 式 。 

值得 注意 的 是 ， 从 结构 图 看 ， 这 两 种 结构 之 间 可 通过 等 效 变换 进行 相互 转换 。 例 如 ， 可 将 
图 5-1 中 的 反馈 信号 回馈 点 移 到 输入 矩阵 B 的 前 GE 守门 了 
端 ， 如 图 5-3 所 示 。 这 样 ， 图 5-2 和 图 5-3 具 有 相 
同 的 结构 型 式 。 只 是 ， 在 图 5-3 中 的 反馈 矩阵 为 
H/B, 而 在 图 5-2 中 的 为 。 但 是 ， 由 于 多 输 四 
入 -多 答 出 系统 中 , 妃 和 豆 均 是 怎 阵 ， 而 二 个 图 5-2 多 给 入 -多 输出 系统 输出 
和 矩阵 相 除 (或 相 乘 ) 不 一 定 有 解 。 因 此 ， 在 实 反馈 结构 I[ 示 意 医 
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际 的 工程 系统 中 ， 图 5-1 所 表示 的 系统 与 图 5-3 所 表示 的 系统 就 不 一 定 具有 等 效 性 。 

二 、 带 状态 反馈 结构 的 控制 系统 

状态 反馈 ， 就 是 将 受 控 对 象 的 所 有 状态 变量 ， 各 自 通过 反馈 网 络 后 回馈 到 系统 参考 信号 
的 和 人口 处 ， 与 参考 输入 量 一 起 对 受 控 对 象 进行 控制 作用 。 带 状态 反馈 的 多 输入 - 多 输出 的 系 
统 结构 ， 如 图 5-4 所 示 。 






























2 2 














图 5-3 输出 反馈 结构 工 的 等 效 变换 图 图 5-4 多 输入 -多 输出 系统 状态 反馈 
结构 示意 图 








输出 反馈 和 状态 反馈 ， 是 控制 系统 中 最 基本 ， 也 是 最 重要 的 两 种 结构 方式 。 从 系统 的 信 
息 观 点 角度 看 ， 状 态 信号 完全 表征 了 受 控 对 象 内 部 的 信息 ， 而 输出 信号 只 仅仅 表征 了 受 控 对 
象 外 部 的 信息 。 因 此 ， 从 系统 的 性 能 来 看 ， 带 状态 反馈 的 控制 系统 的 性 能 会 比 带 输 出 反馈 系 
统 的 好 。 但 从 工程 实施 角度 看 ， 状 态 反馈 的 实施 要 比 输出 反馈 困难 、 复 杂 ， 而 且 费 用 增加 。 

三 、 带 状态 观测 器 结构 的 控制 系统 

状态 反馈 ， 必 须 回馈 受 控 对 象 的 全 部 状态 变量 信息 。 然 而 ， 在 实际 的 工程 控制 系统 中 ， 
有 些 状态 变量 往往 无 法 直接 地 或 通过 传 感 噩 间接 
地 获得 。 这 时 候 就 要 采用 所 谓 “ 状 态 观测 器 ”， 把 
不 能 获得 的 状态 重 构 出 来 ， 再 组 成 状态 反馈 。 带 
状态 观测 器 的 多 输入 - 多 输出 控制 系统 结构 ， 如 
图 5-5 所 示 。 

四 、 解 耦 控制 系统 

在 现代 化 的 工业 生产 中 , 不断 地 出 现 一 些 较 





























v 














A np ei 图 5-5” 带 状态 观测 器 多 输入 - 
偷 出 控制 系统 结构 示意 
所 要 求 的 被 控制 参数 往往 较 多 。 因 此 ， 必 须 设置 。 ”多 答 出 控制 系统 结构 示意 图 





多 个 控制 回路 对 该 种 设备 进行 控制 。 由 于 控制 回路 的 增加 ， 往 往 会 在 它们 之 间 造 成 相互 影响 
的 耦合 作用 。 即 是 说 ， 系 统 中 每 一 个 控制 回路 的 输入 信号 对 所 有 回路 的 输出 都 会 有 影响 ， 而 
每 一 个 回路 的 输出 又 会 受到 所 有 输入 的 作用 。 要 想 一 个 输入 只 去 控制 一 个 输出 几乎 不 可 能 ， 
这 就 构成 了 “耦合 ”系统 。 由 于 “耦合 ”关系 ， 往 往 使 系统 难于 控制 、 性 能 变 差 。 

所 谓 解 耦 控制 系统 ， 就 是 采用 某 种 结构 、 寻 找 合适 的 控制 规律 来 消除 系统 中 各 控制 回路 
之 间 的 相互 耦合 关系 ， 使 每 一 个 输入 只 控制 相应 的 一 个 输出 ， 每 一 个 输出 又 只 受到 一 个 控制 
的 作用 。 典 型 的 解 耦 控制 系统 结构 示意 图 ， 如 图 5-6 所 示 。 


一 > 一 | 解 匀 控制 器 待 解 看 系统 | 一 




















图 5-6 解 看 控制 系统 结构 示意 图 


第 五 音 ”线性 定常 系统 的 综合 


第 二 节 ” 带 输 出 反馈 系统 的 综合 


上 节 指 出 ， 输 出 反馈 控制 系统 有 两 种 结构 。 本 节 分 别 讨论 它们 的 综合 方法 。 
一 、 反 馈 至 输入 和 矩阵 B 后 端的 系统 

1. 系统 的 数学 描述 

以 多 输入 单 输 出 的 受 控 对 象 为 例 ， 其 状态 空间 描述 为 


X =Ax+Bu 





y=Cx+Du 
式 中 的 xeR"; ueR'’; yeR'; A,.,;B C 


一 般 情况 下 D =0， 则 变 成 


nxry lxns Do 





x =Ax+Bu 
y=Cx 
简 记 为 马 (4, B, C)。 
输出 量 y， 通 过 (n x1) 维 的 输出 反馈 矩阵 五 后 回馈 至 输入 矩阵 B 的 后 端 ， 系 统 的 结 
构图 如 图 5-7 所 示 。 








由 图 5-7 可 列 写 出 方程 
x =Ax+Bu-Hy (5-1) 
y=Cx (5-2) 





将 式 (5-2) 代入 式 (5-1)， 整 理 后 可 求 出 
闭环 系统 的 状态 空间 描述 为 


T=(A-HC)x+Bu (5.3) 图 5-7 输出 反馈 控制 系统 结构 工 示意 图 








y=Cx 
简 记 闭环 系统 为 3 [(4 _ HC), B,C]。 
从 闭环 系统 的 状态 空间 描述 可 看 出 ， 引 入 这 种 输出 反馈 方式 后 ， 系 统 矩 阵 发 生 了 变化 ， 
状态 方程 不 同 了 ， 而 输出 方程 不 变 。 
若 用 传递 函数 矩阵 形式 表示 ， 则 闭环 系统 的 数学 模型 为 
Wi,(s) =C(sI- (4-HC))'B 








闭环 系统 的 特征 多 项 式 为 





f(4) =det(AM-(A-HC)) (5-4) 

由 式 (5-4) 可 看 出 ， 选 择 不 同 的 反馈 系数 阵 五 可 改变 闭环 系统 的 特征 值 。 

2. 极点 配置 

闭环 系统 的 性 能 ， 主 要 取决 于 闭环 极点 在 根 平面 上 的 位 置 ， 即 闭环 系统 的 特征 值 。 

极点 配置 ， 就 是 首先 根据 生产 工艺 对 控制 系统 提出 的 性 能 指标 要 求 ， 给 出 一 组 与 性 能 相 
对 应 的 期 望 极点 值 ， 然 后 选择 反馈 矩阵 五 的 元 素 值 ， 使 闭环 系统 的 极点 与 期 望 极点 相等 ， 
从 而 使 系统 获得 所 希望 的 性 能 要 求 。 

用 极点 配置 方法 综合 系统 时 提出 两 个 最 主要 的 问题 : 一 是 系统 能 否 进行 任意 期 望 极点 的 配 
置 ， 即 是 否 满足 任意 极点 配置 的 条 件 ; 二 是 若 任意 极点 配置 的 条 件 满足 ， 配 置 的 算法 如 何 。 
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(1) 闭环 极点 任意 配置 的 条 件 

定理 5-1 受 控 对 象 所 (4，B,C)， 采 用 输出 反馈 至 输入 和 矩 阵 B 的 后 端 时 ， 能 任意 配 
置 闭环 极点 的 充分 必要 条 件 是 受 控 对 象 六 完全 能 观测 。 

证 明 以 单 输入 - 单 输出 系统 作证 明 。 由 第 三 章 第 六 节 ， 当 受 控 对 象 系统 完全 能 观测 
时 ， 一定 可 以 通过 线性 非 奇 异 变换 化 为 能 观 标 准 见 式 (3-35)， 即 





0 0 :0 -au 
1 0 :… 0 -a 
4=|0 1 .: 0 -a,, 
0 0 :1 -a 

bo 

Bb 


b=Tib=| Bb, |, es=cT,=(0 0 1 0 1) 


其 中 工 为 化 系统 为 能 观 标准 型 的 变换 矩阵 。 
若 在 变换 后 的 状态 空间 中 引入 (n x1) 维 反馈 矩阵 五 = (hhh 一 1) , 则 由 式 (5-3)， 
闭环 系统 的 状态 方程 为 











x= (4-Hc) x+bu 








式 中 
0 0 :1 0 - (a,+h,) 
1 0 … 0 - (git+h) 
A-He=|0 1 . 0 - (0,+h,) 
0 0 :… 1 - (a +h,,) 
可 见 , 系统 的 可 观测 性 没有 改变 。 
而 闭环 特征 多 项 式 
Hi =det(A - (4 -He)) 
= 各 +(ai 上 + 用) + (Qa, +h, ,) 加- + + (Qi +h)A+(a, +ho) (5-5) 





考察 式 (5-5) ， 闭 环 特征 多 项 式 的 系数 均 由 受 控 对 象 参 数 a,(i =0, 1,…, n -1) 和 反馈 系数 
h, 组 成 。 当 反馈 系数 hh，h ，…，h,， ,的 值 变化 时 ， 特 征 多 项 式 的 各 项 系数 也 会 相应 地 变化 ， 特 
征 根 的 值 也 就 改变 。 由 于 h(i=0, 1,…, n -1) 的 值 可 任意 选择 ， 故 特征 值 可 以 任意 配置 。 证 毕 
(2) 极点 配置 算法 
给 定 受 控 对 象 >(4, B, C)。 根 据 生产 工艺 对 控制 系统 提出 的 性 能 要 求 ， 给 出 一 组 与 性 能 要 
求 值 相对 应 的 期 望 闭环 特征 值 a? ，Ar ，…，Ai-1。 
第 一 步 ”判别 受 控 对 象 3 的 完全 和 E 观 测 性 。 若 完全 能 观测 ， 化 为 能 观 标准 型 。 也 说 明了 
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可 通过 选择 输出 反馈 矩阵 石 = (h，。 h，… 帮 六 的 元 素 值 ， 实 现 系统 闭环 极点 的 任意 配置 。 
第 二 步 ” 按 式 (5-5) 求 出 闭环 特征 多 项 式 
f(A4) =det( A -(A-HC))= 
如 +(ai +h, XN -1+(a +h, M+ + (Qi +h A+(a, +h,) (5-6) 
第 三 步 ” 根 据 期 望 闭 环 特征 值 (极点 )， 求 出 期 望 闭 环 特征 多 项 式 
fA4*)=A+tAF) (A+tAF ): (+ 








= 和 要 +Qa Nl to N+ +o A+oo (5-7) 
第 四 步 令 f(4) =f/(4* )。 即 令 式 (5-6) 和 式 (5-7) 中 4 同 次 寡 的 系数 相等 
ai 十 hh, Qi 
0 
: (5-8) 
a + hh = or 
a + ho 





式 中 ，a,(i=0, 1,…, n -1) 为 系统 矩阵 4 的 元 素 值 ; a (j=0, 1,…, n-1) 由 期 望 极 
点 值 算 出 。 求解 式 (5-8), 便 可 得 出 对 于 状态 x 下 的 反馈 矩 阵 五 的 元 素 值 h,， 
a 








= (ho hy 2 hi) 
第 五 步 。 把 对 应 于 x 的 瓦 ， 通 过 式 (5-9) 变换 ， 得 到 对 应 原状 态 x 下 的 输出 反馈 矩 
阵 五 





H=T,H (5-9) 

式 中 ,7 为 化 系统 为 能 观 标准 卫 型 的 变换 和 矩阵 。 

几 点 说 明 : 

1) 定理 5-1 同样 适用 于 单 输入 或 多 输入 系统 。 

2) 当 系 统 的 维 数 较 低 时 ， 只 要 具有 完全 能 观测 性 ， 可 以 不 必 化 成 能 观 标准 型 ， 而 通 
过 直接 比较 闭环 特征 多 项 式 和 闭环 期 望 特征 多 项 式 的 同 次 宕 系数 去 确定 五 反馈 和 矩阵 的 元 
素 值 。 

例 5-1 已 知 双 输 入 - 单 输出 受 控 对 象 的 状态 空间 描述 


x =Ax+Bu 














y=cx 


0 ww 1 0 
而 A= | ,c= (1 0) 
-1 0 0 1 


采用 输出 反馈 。 
试 选 择 反 馈 和 矩阵 豆 ， 使 用 环 系统 的 极点 配置 为 -5，-8。 
解 (1) 检验 受 控 对 象 的 完全 能 观测 性 


为 
C 1 0 
rankN = rank 三 三 2 
cA 0 oo 
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所 以 具有 完全 能 观 性 。 
(2) 求 闭 环 特征 方程 式 
设 反 馈 算 阵 五 = (h。 hh ) "， 则 闭环 特征 多 项 式 为 
f(A) =det(AH-(A-He))=R+hAtw (l+h,) 
(3) 求 期 望 的 闭环 特征 多 项 式 
f(A4*)=(A+5)(A+8) = +13A+40 
(4) 比较 f4) 和 (4* ) 的 同 次 震 系 数 
40 


得 hy =13, 刀 = 一 -1 
人 














所 以 全 臣 入 -1] 
CU 
闭环 系统 的 结构 图 如 图 5-8 所 示 。 




















图 5-8 例 5-1 的 闭环 系统 结构 图 图 5-9 输出 反馈 控制 系统 结构 下 示意 图 


二 、 反 馈 至 输入 和 矩阵 妇 前 端的 系统 

以 多 输入 - 单 输出 受 控 对 象 为 例 ， 输 出 反馈 至 输入 和 矩阵 B 的 前 端 ， 或 者 说 ， 输 出 反馈 
至 参考 信号 vy 入 口 处 的 系统 结构 ， 如 图 5-9 所 示 。 

由 图 $-9 可 列 写 出 方程 

T=Ar+B (v-Hy) (5-10) 
y=Cx (5-11) 
式 (5-11) 代入 式 (5-10) ， 整 理 后 可 求 出 闭环 系统 的 状态 空间 描述 为 
X=(A-BHC)x+Bv 
y=Cx 
简 记 闭环 系统 为 3,[ (A -BHC),B,C]。 

对 于 这 种 系统 结构 的 闭环 极点 配置 问题 ， 有 如 下 和 定理: 

定理 $-2 ”对 完全 能 控 的 受 控 对 象 ， 不 能 采用 输出 反馈 至 参考 信号 入 口 处 的 结构 去 实现 
闭环 极点 的 任意 配置 。 

证 明 从 略 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文 献 。 这 里 ， 只 以 单 输入 - 单 输 出 系统 为 例 ， 对 本 
定理 做 解释 说 明 。 对 于 这 种 系统 来 说 ， 输 出 反馈 矩阵 五 是 一 个 标量 ， 即 相当 于 经 典 控制 中 
的 反馈 放大 系数 。 由 根 轨迹 分 析 法 知道 ， 改 变 反 馈 放 大 系数 时 闭环 极点 在 根 平 面 上 的 变化 轨 
迹 ， 只 能 局 限于 以 开 环 极点 为 起 点 ， 开 环 零点 (包括 无 限 零 点 ) 为 终点 的 一 组 根 轨迹 上 ， 
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而 不 能 在 其 他 位 置 上 出 现 。 这 就 表明 ， 在 根 平面 上 不 能 任意 选择 极点 去 配置 闭环 系统 的 
极点 。 

有 文献 指出 ， 对 于 完全 能 控 能 观测 的 受 控 对 象 za (4, B, C)，, 设 系 统 的 维 数 为 n， 
rankB =r, rankC = m, 当 采 用 这 种 输出 反馈 方式 时 ， 可 以 任意 配置 的 闭环 特征 值 的 数目 
"为 








n” =min ln, r+im—-ll 
但 是 ， 大 在 图 5-9 结构 的 基础 上 ， 再 在 主 通道 上 引入 一 “补偿 器 ”， 如 图 5-10 所 示 ， 那 
么 ， 通 过 适当 选取 和 综合 “补偿 器 ”的 结构 和 参数 ， 也 可 以 做 到 对 闭环 系统 极点 进行 任意 
配置 。 











站 


图 5-10 ” 带 补偿 器 的 输出 反馈 系统 结构 示意 图 





对 于 单 输入 - 单 输出 系统 ， 有 如 下 定理 : 

定理 5-3 ”状态 完全 能 控 能 观测 的 n 阶 单 变量 系统 ， 采 用 带 (n -1) 阶 的 补偿 器 的 输出 
反馈 ， 可 以 任意 配置 闭环 系统 的 n 个 特征 值 。 

值得 指出 ， 图 5-10 结构 本 质 上 就 是 经 典 控制 中 采用 串联 校正 网 络 的 方法 。 


第 三 节 ” 带 状态 反馈 系统 的 综合 


现代 控制 理论 利用 状态 变量 揭示 出 系统 内 部 的 特性 ， 建 立 了 利用 状态 反馈 的 一 种 新 的 控 
制 结构 和 方法 。 这 种 结构 比 输出 反馈 显示 出 更 多 的 优越 性 ， 并 能 综合 出 性 能 更 好 的 控制 
系统 。 

一 、 系 统 的 数学 描述 

以 单 输入 - 单 输 出 受 控 对 象 为 例 ， 其 状态 空间 描述 为 

x =Ax+bhu 
y=cx+du 
式 中 的 xeR”; A,y,; bixi; Bixn; dixio 
通常 情况 下 d =0， 上 式 变 为 





























x =Ax+t+bu 


y=cx 


(5-12) 


简 记 受 控 对 象 为 对 (A ,b,c)。 

采用 状态 反馈 。 引 出 n 个 状态 变量 的 信息 x,(i =1,2,…,n)， 通 过 (1 xn) 维 反馈 行 向 
量 K=(k。， 和 … ,1) 回 馈 至 系统 参考 输入 ov 端 ， 结 构图 如 图 5-11 所 示 。 

状态 线性 反馈 控制 律 uw 为 
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u=v -Kx 
上 式 代入 式 (5-12) ， 整 理 后 可 得 状态 反馈 的 闭 
环 系统 状态 空间 描述 为 
| X=(A-bK)x+bv 
y=cx 


从 式 (5-13) 看 出 ， 采 用 状态 反馈 后 ， 改 变 了 











(5-13) 


图 5-11 单 输入 - 单 输出 系统 的 状态 

















原状 态 方程 ， 而 输出 方程 不 变 。 Be 
简 记 闭环 系统 为 ,= ((A -bK) ,b,c)。 
若 用 传递 函数 表示 ， 则 状态 反馈 后 闭环 系统 的 传递 函数 为 
W(s) =c(sT-(A-bK)) 0 
闭环 特征 多 项 式 
f(A) =det( A - (A -bk)) (5-14) 
式 (5-14) 表明 ， 可 通过 选择 反馈 向 量 K 的 元 素 值 去 改变 闭环 特征 多 项 式 的 系数 ， 从 
而 改变 闭环 特征 值 。 
二 、 极 点 配置 


1. 闭环 极点 任意 配置 的 条 件 
定理 5-4 采用 状态 反馈 使 闭环 极点 配置 在 任意 位 置 上 的 充分 必要 条 件 是 受 控 对 象 


50(4 ,b,c) 完 全 能 控 。 
证 明 阁 受 控 对 象 za = (4, b,c) 完 全 能 控 ， 则 一 定 可 以 通过 矩阵 变换 化 3 为 能 控 标 


准 型 。 





y=cx 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
A=T1'AT, = : 
0 0 0 1 
ao 一 0i 一 0 | 
0 
0 
b=Ti'b=| :|, c=cT,=(B, 8B，…B 
0 
1 


和 矩阵 7. 为 化 3 为 能 控 标 准 型 的 变换 矩阵 。 
在 变换 后 的 状态 空间 中 引入 (1 xm) 维 的 状态 反馈 向 量 玉 = (加 厂 … 名 .1), 由 式 
(5-13 ) 可 得 到 对 状态 变量 x 的 闭环 状态 空间 描述 为 








x =(A-b K)x+bv 


y=cx 
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1 0 
0 0 1 0 
(A-bK) = : : : 
0 0 0 … 1 
—(aoth) -Catkh) (oth) … (a,1+hk,) 


可 见 ， 仍 为 可 控 标准 型 。 
闭环 系统 的 特征 多 项 式 为 

Fi =det(A - (A-bK)) 

=X + th Mt ta th RR + (a +h At (a +h,) (5-15) 

由 闭环 特征 多 项 式 可 看 出 ， 当 反馈 阵 的 元 素 值 6，(i=0，1，2，,…, n-1) 改变 时 ， 多 
项 式 的 各 项 系数 均 发 生变 化 ， 因 此 ， 特 征 值 亦 改变 。 这 说 明 闭 环 系统 的 极点 可 以 任意 配置 。 
证 毕 。 

2. 极点 配置 算法 

实现 状态 反馈 极点 任意 配置 的 算法 有 好 几 种 ， 这 里 只 介绍 最 基本 、 最 常用 的 方法 。 具 体 
过 程 和 输出 反馈 的 相似 。 

第 一 步 ”判断 受 控 对 象 3 的 能 控 性 。 若 完全 能 控 ， 化 5, 为 能 控 标 准 型 ; 

第 二 步 ” 按 式 (5-15) 求 出 状态 反馈 闭环 系统 的 特征 多 项 式 ， 即 


























f(A4) =det( M1-(A-bK))=M to Nl +a, + 十 二 ao (5-16) 
式 中 Ql = CQ -1 十 k -1 
a 
we 
a = a + 太 


第 三 步 ” 由 期 望 闭环 极点 47 ，4; ,，…，A4, 求 出 期 望 闭环 特征 多 项 式 
fA )=CAAT CAA) AA =A to A to A + toa A+a 
(5-17) 
第 四 步 令 f(4) =f(4”")， 即 系统 闭环 特征 多 项 式 与 期 望 的 相等 。 通 过 比较 式 (5-16) 
和 (5-17) 的 4 同 次 寡 的 系数 ， 便 可 求 得 状态 反馈 阵 各 系数 对 应 于 xz 的 h(i =0，1， 
1 -1) 值 ， 则 








K 
第 五 步 ” 把 对 应 于 x 的 K， 通 过 
K=KTr 
的 变换 ， 得 到 对 应 于 原状 态 x 的 反馈 阵 K。 式 中 Tj' 为 化 为 能 控 标 准 型 Z, 的 变换 矩 阵 的 
逆 阵 。 
例 5-2 某 受 控 对 象 的 传递 函数 为 
W(s) 





_ 10 
ss(s+1)(s+2) 
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试 设 计 状态 反馈 控制 器 ， 使 闭环 系统 的 极点 为 -2，-1+ 上 ji， 闭 环 系统 结构 图 如 图 5-12 所 示 。 


Vs) Xs(s) X2(s) [To] Y(s) 
3 


























图 5-12 例 5-2 闭环 系统 结构 图 


解 (1) 因 为 传递 函数 没有 零 ， 极 点 对 消 现象 ， 所 以 受 控 系统 是 能 控 能 观测 的 。 由 传递 
函数 直接 写 出 它 的 能 控 标 准 工 型 





0 1 0 0 
X=|0 0 lilx+I0lu 
0 -2 -3 1 


y= (10 0 0) x 
(2) 加 入 状态 反馈 阵 K= (hh ” 嫩 )， 按 式 (5-15) 求 闭环 系统 特征 多 项 式 为 
f(4) =det[AT—- (A-bK)]=A +(3+h,)A +(2+hk)A+h 
(3) 根据 给 定 极点 ， 求 期 望 特征 多 项 式 
KJ)=(1+2)(1+1- 门 (1+1+ 门 =12+412 +61+4 
(4) 比较 三 (4) 与 六 (4 ) 各 对 应 项 系数 ， 可 解 出 k=4, hh =4, k=1 
所 以 区 i 
例 5-3 试 设计 图 5-13 所 示 系 统 中 的 反 
人 馈 矩 阵 玉 = (kh 有 hk)， 使 闭环 系统 满 
足下 列 动态 指标 
(1) 输出 超 调 量 o% <5% 
(2) 调整 时 间 1<0. 5s 
解 (1) 求 出 受 控 系 统 的 状态 空间 方 
程 % (A, b,c) 
































图 5-13 ” 例 5-3 系统 结构 区 








X =Ax+bhu 
y=cx 
0 1 0 0 
而 4=|0 -12 1|,b=|I0|,c= (1 0 0) 
0 0 -6 1 


5。(4, b,c) 是 能 控 的 。 化 5, 为 能 控 标 准 型 。(A, b,c) 


x =Ax+bu 
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0 1 0 0 
而 4=|0 0 1|,b=|I0|,c= (1 0 0) 
0 -72 -18 1 


变换 矩阵 7 的 逆 
1 0 0 
0 1 | 
0 -12 1 


(2) 状态 x 反馈 闭环 系统 的 特征 多 项 式 ， 按 式 (5-15) 求 出 为 
FU) =det[ AT—- (A -DKR)] = +(18+h)A +(72 +h )A+h, 

(3) ee 由 于 对 象 为 3 阶 系统 ， 因 此 ， 期 望 的 极点 数 为 3。 选 其 
中 一 对 为 主导 极点 4; 、4; ， 男 一 个 为 远 极点 1; ， 并 且 认为 系统 的 性 能 主要 由 主导 极点 47 、 
A2 决定， ee 

根据 二 阶 系统 性 能 指标 公式 ， 由 o% <5% ,i.<0.5s, 求 出 7 二 0.707，iow, 宇 8, 为 二 
阶 系统 的 阻尼 系数 ，w, 为 自 振 频 率 。 ee en 0 707，ow, =10， 由 此 可 得 主导 极 
点 为 








A = -Lo, +jw, Vt = -7.07+j7.07 
远 极 点 14; 应 选择 得 使 其 和 原点 距离 大 于 5|47 |， 取 4; = -100。 从 而 期 望 特征 多 项 式 为 
fC4*)=(A+100) (4 +14.14 +100) =1 +114.14 +1510X +10000 
(4) 求 状态 x 下 的 反馈 矩阵 K。 令 
JU) =/(4")，, 求 出 k=10000, k=1438, k, =96.1， 


K= (10000 1438 96.1) 
(5) 把 化 成 对 于 原状 态 x 的 反馈 矩阵 天 

















1 0 0 
K=KT;'= (10000 1438 96.1) 1 中 (10000 284.8 96.1) 
0 -12 1 





说 明 几 点 : 

1) 定理 5-4 不 仅 适 用 于 单 输入 - 单 输出 系统 ， 而 且 也 适用 于 单 输 入 -多 输出 、 多 输 
入 - 单 输出 和 多 输入 -多 输出 系统 。 

2) 对 于 单 输入 量 系统 的 状态 反馈 和 矩阵 玉 是 一 个 半 维 行 向 量 ， 且 有 唯一 解 。 而 对 于 多 输 
人 系统 的 状态 反馈 和 矩阵 玉 是 一 个 (> xn) 维和 矩阵，r 为 输入 量 的 个 数 ， 且 解 不 是 唯一 的 。 
此 ， 对 于 多 输入 - 多 输出 系统 采用 状态 反馈 综合 变 得 较 复杂 。 

3) 单 输入 - 单 输出 系统 由 状态 反馈 进行 闭环 极点 配置 时 ， 不 会 改变 传递 函数 的 零点 
(除非 有 意 制造 零 、 极 点 对 消 )。 而 对 于 多 输入 - 多 输出 系统 由 状态 反馈 进行 闭环 极点 配置 
时 ， 传 递 矩阵 各 元 素 的 零点 则 可 能 会 改变 。 

三 、 状 态 反 馈 下 闭环 系统 的 镇 定 问题 

系统 镇 定 指 的 是 ， 对 于 受 控 系统 5,(A, B, C) ， 如 果 能 通过 反 

具有 负 实 部 ， 从 而 保证 系统 是 渐 近 稳定 的 ， 就 称 此 系统 是 反馈 能 























馈 使 闭环 系统 的 极点 全 部 
镇 定 的 。 若 采 用 的 反馈 方式 
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是 状态 反馈 ， 则 称 该 系统 是 状态 反馈 能 镇 定 的 ， 或 称 状态 可 镇 定 。 

从 上 面 定 义 可 看 出 ， 系 统 的 镇 定 只 要 求 把 闭环 极点 配置 在 根 平 面 左 半边 的 任何 地 方 均 
可 ， 而 不 是 要 求 把 闭环 极点 配置 到 期 望 的 位 置 上 。 所 以 ， 对 于 “镇 定 ”的 设计 要 求 要 比 
“配置 ”的 要 求 宽松 得 多 。 

判别 一 个 受 控 系 统 是 否 能 镇 定 的 ， 有 如 下 定理 . 

定理 5-5 ”对 受 控 系统 3,(4, B,C)，, 采用 状态 反馈 能 镇 定 的 充分 必要 条 件 是 ， 其 不 能 
控 子 系统 是 渐 近 稳定 的 。 

证 明 从 略 。 容 易 解 释 ， 因 为 状态 反馈 只 能 对 能 控 的 受 控 系统 进行 任意 极点 的 配置 。 当 一 
控 系 统 含有 不 能 控 的 子 系统 时 ， 状 态 反 馈 不 能 影响 不 能 控 子 系统 的 极点 ， 只 能 影响 能 控 子 系统 
的 极点 。 所 以 ， 欲 使 闭环 极点 全 部 具有 人 负 实 部 ， 就 要 求 不 能 控 的 子 系统 的 极点 应 具有 人 负 实 部 。 

例 5-4 已 知 系统 的 状态 方程 为 
1] 


试 判别 系统 是 否 为 可 镇 定 的 ， 0 ee 
解 (1) 判别 系统 的 可 挖 性 
0 -1 -3 
0 0 | 
1 2 5 


rankM =2 <3 

















x =Ax+t+bu 
1 
A= 











M= (b Ab A’b) = 





因此 系统 为 不 完全 能 
(2) 能 控 性 结构 分 解 
非 奇异 变换 阵 为 





变换 后 系统 的 状态 方程 





显然 不 能 控 的 子 系统 为 




















和 -2 
子 系统 是 稳定 的 。 所 以 原 系统 是 可 镇 定 的 。 
(3) 使 系统 成 为 渐 近 稳定 
对 能 控 子 系统 引入 状态 反馈 ， 反 馈 和 矩阵 
K=(k, k,) 


能 控 子 系统 的 闭环 特征 多 项 式 为 
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f(4) =det[ A1- (A, -BK)] =4° + (kh -3)A+1 +h, -3h, 
根据 劳 斯 稳定 判 据 ， 要 使 系统 稳定 ， 应 有 
ki >3, k, >8 

















(4) 求 原 系 统 状态 反馈 阵 K 


2 0 1 
K=KR™'= (有 k, 0) 1" 0 0|= ( (2 -bh) 0 hb) = (kh kb hk) 
0 1 0 





即 kl =2k -hk,, k,=0, ks =k 

顺便 指出 ， 若 保证 系统 渐 近 稳定 而 采用 的 反馈 方式 是 输出 反馈 ， 则 称 该 系统 是 输出 反馈 
能 镇 定 的 。 对 受 控 系 统 z, ， 采 用 输出 反馈 能 镇 定 的 充 要 条 件 是 其 能 控 能 观 子 系统 以 外 的 各 
子 系统 为 渐 近 稳定 的 。 实 际 上 ， 对 输出 反馈 至 参考 输入 信号 人 口 处 的 这 类 系统 是 不 能 保证 一 
定 具 有 能 镇 定 的 。 因 为 对 一 个 能 控 能 观测 的 系统 是 不 能 通过 这 类 输出 线性 反馈 达到 任意 极点 
配置 的 。 
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为 了 实现 状态 反馈 ， 必 须 获 取 系 统 的 全 部 状态 的 信息 。 但 是 在 实际 的 工程 系统 中 并 不 是 
所 有 的 状态 信息 都 能 检测 到 ; 或 者 ， 虽 有 些 可 以 检测 ， 但 可 能 由 于 检测 装置 昂贵 或 安装 上 的 
困难 造成 实际 上 难于 获取 ， 从 而 使 状态 反馈 在 实际 中 难于 实现 ， 甚 至 不 可 能 实现 。 

状态 重 构 ， 实 际 上 就 是 重新 构造 一 个 新 的 系统 。 这 新 系统 是 利用 原 系统 中 能 直接 量 测 到 
的 信号 作为 输入 ， 而 它 的 输出 状态 (通常 用 * 表示 ) 在 一 定 条 件 下 能 与 原 系统 的 状态 x 保 
持 相等 。 通 常 称 为 x 的 重 构 状 态 , 或 者 称 状态 估计 。 而 称 这 个 用 以 实现 重 构 状 态 的 新 系 
统 为 状态 观测 器 。 

一 、 全 维 状态 观测 器 的 设计 

若 观 测 带 重 构 的 状态 变量 维 数 与 原 系 统 的 状态 变量 维 数 相 同 ， 称 这 种 观测 絮 为 全 维 观 测 器 。 


最 简单 的 全 维 状态 观测 器 可 以 a 站 2 上 RE ] x y 
半 而 由 

























根据 原 系 统 的 动态 方程 用 计算 机 ， 
或 用 物理 元 件 进 行 模拟 ， 然 后 加 入 一 | .一 . 原 系 统 结构 
相同 的 控制 信号 ， 如 图 5-14 所 示 。 
这 种 型 式 的 观测 器 称 为 开 环 式 的 观 
测 妖 。 
其 实 ， 这 种 开 环 式 的 状态 观测 友 5-14” 开 环 式 的 全 维 状态 观测 器 

器 没有 实用 的 价值 。 因 为 有 很 多 因 

素 会 影响 模拟 系统 与 原 系统 的 “等 效 ” 关 系 ， 例 如 ， 模 型 参数 的 准确 程度 ， 两 系统 的 初始 
状态 ， 外 界 或 内 部 的 噪声 干扰 影响 ……。 这 样 ， 就 不 可 能 使 估计 的 状态 准确 ， 或 者 说 ， 会 存 


在 估计 误差 x 








FF 一 > 状态 观测 器 结构 


四 

















和 
X=X—x 


为 了 提高 状态 估 值 * 的 精度 ， 通 常 在 图 5-14 的 基础 上 将 原 系 统 可 以 量 测 到 的 输出 量 y 与 状 
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态 观 测 器 的 输出 量 》 相 比较 , 求 出 兰 


输出 误差 信号 











了 
yy =y -y 
再 利用 这 输出 误差 信号 少 ， 通 过 一 
线性 反馈 网 络 对 状态 观测 器 进行 校 
正 , 构成 一 闭环 式 的 状态 观测 器 ， 
如 图 5-15 所 示 。 

考虑 nn 维 的 完全 能 观测 的 受 控 系 图 5-15 ”闭环 式 的 全 维 状态 观测 器 
统 ， 设 其 状态 空间 方程 式 为 



































x =Ax+Bu, x(0) =xo, t=0 (5-18) 
i (5-19) 
式 中 ,状态 x 不 能 直接 量 测 ， 输 入 u 和 输出 均 可 直接 量 测 ; A4、B 和 C 分 别 为 (n xn)、 
(nxr) 和 (mxn) 维 的 实 常 数 和 矩阵 。 
开 环 状态 观测 器 的 状态 空间 方程 式 为 
和 =At+Bu, tf(0) = 全 ,t=0 
y=C£ (5-20) 
由 式 (5-20) 、 式 (5-19) 知 ， 输 出 量 之 间 的 误差 了 =y -y=C (% -x)。 利 用 输出 误 
差 》， 通 过 一 个 (n xm) 维 的 反馈 和 矩阵 G 对 观测 絮 进 行 校正 ， 构 成 闭环 式 的 状态 观测 姨 。 
由 图 5-15 可 写 出 这 种 观测 器 的 状态 方程 为 
=Af+Bu-GY=AF+Bu-GC ($f-x) = (4-GC) f+But+Gy (521) 
为 简单 起 见 , 今后 就 称 式 (5-21) 为 状态 观测 器 的 状态 方程 ， 而 略 去 “闭环 ”两 字 。 
而 特征 多 项 式 为 











f (4) =det (41- (4-GC)) (5-22) 
状态 误差 方程 ， 可 由 式 (5-21) 和 式 (5-18), 求 出 


辫 = 外 -之 -4 人 _-GCA+Br+GCr -4r -Bu 





=A (£-x) -GC (ft -x) = (A-GC) (ft-x) = (A-GC) Xx (5-23) 
式 (5-23) 是 关于 状态 误差 的 齐 次 线性 微分 方程 式 ， 其 解 为 
04 T= = 如 =0 (5-24) 


对 ,为 观测 器 的 初始 状态 ，x 为 原 系统 的 初始 状态 。 
式 (5-24) 表明 . 
1) 当 观 测 器 与 原 系统 的 初始 状态 相同 时 ， 即 ,=0 时 ， 状 态 估 计 误 差 X =0， 即 tt =x。 
2) 当 两 者 间 的 初始 状态 不 同时 ， 且 无 论 初 始 状 态 误 差 区 有 和 多大， 只 要 (4 -GC) 的 特 
征 值 均 具有 负 实 部 时 ， 一定 可 以 做 到 使 


limx =0 或 lim$% = limx 


I>% i i 
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即 实现 状态 的 渐 近 相等 。 

3) 若 (4 -GC) 的 特征 值 可 以 任意 配置 那么， 状态 估计 误差 趋 于 零 的 速度 也 就 可 以 
任意 选择 。 这 就 意味 着 能 使 状态 估计 的 值 以 任意 希望 快 的 速度 跟 上 原 系 统 的 状态 x。 

问题 是 ， 是 否 总 存在 一 个 反馈 和 矩阵 G， 能 使 (4 - GC) 的 特征 值 任意 配置 呢 ? 下 面 的 
定理 回答 了 此 问题 。 

定理 5-6 若 n 维 线性 定常 系统 是 完全 能 观测 的 ， 则 可 用 图 5-15 所 示 的 全 维 状 态 观 测 器 
重 构 出 其 所 有 的 状态 。 反 馈 和 矩阵 G 可 以 按 任意 给 定 的 极点 位 置 来 选择 ， 所 给 定 的 极点 位 置 
将 决定 状态 误差 向 量 豪 减 到 零 的 速度 。 

证 明 只 要 注意 到 闭环 观测 器 其 实 是 采用 输出 反馈 至 输入 和 矩阵 B 后 端的 输出 反馈 系统 ， 
根据 定理 5-1 ， 如 果 系 统 是 完全 能 观 的 ， 就 可 以 任意 配置 矩阵 (4 - GC) 的 极点 。 由 于 
(4 -GC) 又 是 状态 误差 方程 的 参数 矩阵 ， 由 式 (5-23) 可 看 出 ， 其 特征 值 将 直接 影响 到 状 
态 误差 衰减 到 零 的 速率 。 

几 点 说 明 ; 

1) 若 原 系统 不 完全 能 观测 ， 可 将 其 分 解 为 能 观 和 不 能 观 子 系统 。 只 有 当 不 能 观 的 子 系 
统 为 渐 近 稳定 时 ， 设 计 的 观测 器 才能 稳定 ， 和 否则 观测 器 不 能 稳定 。 

2) 反馈 矩阵 G 的 选取 可 完全 按 极点 配置 算法 进行 。 应 注意 的 是 观测 器 的 极点 选取 问 
题 。 若 选 得 离 虚 轴 越 远 ， 状 态 误差 趋 于 零 的 速度 就 越 快 。 但 是 ， 如 果 极 点 配置 过 于 远离 虚 
轴 ， 系 统 的 频带 变 宽 ， 易 受 各 种 干扰 噪声 的 影响 。 因 此 ， 实 际 设 计 中 ， 一 般 选 观测 器 的 极点 
稍 小 于 系统 的 极点 。 或 视 情况 而 定 。 

3) 本 观测 器 的 设计 主要 考虑 克服 初始 条 件 不 同 的 影响 ， 因 此 ， 在 物理 实现 时 应 尽 可 能 使 
两 系统 的 参数 相同 并 用 精度 高 的 元 器 件 。 至 于 有 噪声 的 随机 系统 的 状态 设计 ， 要 用 到 滤波 理 
论 、 卡 尔 曼 滤 波 器 。 这 方面 的 内 容 已 超出 本 书 范围 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文 献 或 书籍 。 

例 5-5 已 知 受 探 对象 传 递 函 数 为 

Wea) a 
试 设计 状态 观测 器 ， 极 点 配置 在 -10，-10。 
解 ” 传 递 函 数 无 零 、 极 点 相 消 ， 受 控 系 统 完全 能 观测 。 
将 传递 函数 转化 为 状态 空间 描述 ， 并 写成 能 控 形 实现 ， 有 
xX =Ax+bu 


y=cx 


0 1 0 
而 +-| 由 = oo 
-2 -3 1 


由 于 是 单 输入 - 单 输出 系统 ， 设 反馈 矩阵 G = (g， g,) ， 则 观测 器 的 特征 方程 ， 由 式 
(5-22) 有 





















































A+2g —1 

过 二 225 天 二 3 
= 和 +(28 +3)A+(6g, +28, +2) 

根据 给 定 的 期 望 极点 ， 求 出 期 望 的 观测 需 特 征 方程 为 


f(4)=det(AIT- (A-Gc))= 
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f (4°) = (4+10)* =4* +204 +100 
比较 / (4)、f (4”) 两 式 中 1 的 同 次 项 的 系数 相等 ， 得 
g1 =8.5, g, =23.5 
即 G=(g! g) =(8.5 23.5) 
闭环 全 维 状态 观测 絮 的 系统 结构 图 如 图 5-16 所 示 。 
二 、 降 维 观测 器 
全 维 状 态 观测 器 ， 其 维 数 与 受 
控 系 统 的 维 数 相同 ， 可 以 重 构 出 原 
系统 的 全 部 状态 变量 。 其 实 ， 通 篆 
在 原 系统 中 ， 都 会 有 一 部 分 状态 变 
量 可 以 直接 地 或 间接 通过 传感器 获 
取 到 ， 无 需 再 做 估计 。 因 而 ， 需 要 
重 构 的 状态 变量 数 可 以 减少 , 使 状 
态 观 测 器 的 维 数 可 以 降低 ， 观 测 需 
的 实现 也 就 比较 容易 和 简单 。 
观测 器 的 维 数 比 原 系 统 的 要 少 
时 ， 这 种 观测 需 称 为 降 维 观测 器 。 
可 以 证 明 ， 车 n 维 受 控 系 统 具 
有 完全 能 观 性 ， 输 出 矩阵 C 的 秩 为 图 5-16 例 5-5 闭环 全 维 状 态 观测 需 的 系统 结构 图 
m， 则 系统 的 m 个 状态 分 量 可 由 输出 y 直接 获得 ， 只 有 其 余 ( -m) 个 状态 变量 才 需 要 通 
过 一 个 (n -m) 维 的 观测 器 去 重 构 。 
降 维 观测 器 的 设计 方法 有 几 种 ， 下 面 只 介绍 其 中 一 种 方法 ， 其 设计 步骤 如 下 : 
1) 把 原 系统 的 所 有 状态 分 为 两 部 分 : 一 部 分 是 能 测量 获得 的 ; 另 一 部 分 是 不 能 测量 获 
得 的 。 系 统 的 状态 空间 描述 以 这 两 部 分 的 状态 向 量 的 分 块 形式 表示 。 
设 n 维 的 完全 能 观 的 受 控 系统 中 ， 有 m 个 状态 变量 完全 可 测量 获得 ， 用 x, 表示 。 其 余 
(n-m) 个 状态 变量 不 能 测量 获得 ， 需 借助 状态 观测 器 来 重 构 ， 用 x, 表示 。 把 受 控 系统 的 
状态 空间 表达 式 表示 成 如 下 的 形式 


x) A :A |™ 有 
-| =| ps + -Iu (5-25) 
3 42 : A, x, B, 


Xl 
y= [0 a =X, (5-26) 


2 














由 式 (5-26) 可 看 出 ，x, 可 由 输出 y 直接 检测 得 到 。 
受 控 系 统 状态 空间 描述 式 (5-25) 、 式 (5-26) 的 形式 ， 也 可 以 通过 某 种 非 奇 异 线性 变 
换 从 原 系统 的 一 般 表 达 式 按 能 观测 性 分 解 得 到 。 
展开 式 (5-25) 并 考虑 式 (5-26)， 有 
XI =4XI +Ax, +Biu (5-27) 





xX, =A,xl +A,x, + Bu (5-28) 
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=X, 
在 式 (5-27) 中 ， 由 于 ww 是 已 知 的 输入 量 ,，x, 是 可 以 直接 测量 获得 的 ， 把 这 两 项 合并 
在 一 起 ， 并 用 M 表示 








M=Ax, +Biu=A,y +Biu (5-29) 

则 式 (5-27) 变 为 
XI1=Alx +M (5-30) 
令 Z =A,x (5-31) 


注意 到 式 (5-30) 和 式 (5-31) 中 ,x, 是 状态 向 量 ，M 是 已 知 的 。 若 把 A 看 作 系 统 算 
阵 ，M 看 作 输 入 量 ，Z 看 成 输出 量 ，A,, 看 成 输出 矩阵 ， 则 式 (5-30) 和 式 (5-31) 就 可 视 
为 是 原 nn 维 受 控 系统 的 一 个 子 系统 的 状态 空间 描述 。 其 中 ， 状 态 向 量 x 为 (n-m) 维 ， 且 
其 全 部 状态 均 不 能 量 测 获得 ， 需 采用 一 个 (n - m) 维 的 观测 器 ， 对 子 系统 来 说 就 是 “全 
维 ” 观 测 器 ， 对 这 (n -m) 个 状态 重 构 。 
简 记 由 式 (5-30) 、 式 (5-31) 构成 的 子 系统 为 Z，(4 ，M，4， ) 。 
将 式 (5-31) 代入 式 (5-28) ， 又 可 有 
Z=x,-Ayx, -Bu=y -A,y-Bu (5-32) 
2) 仿照 全 维 观测 器 的 设计 方法 ,设计 出 降 维 观测 器 。 
由 于 原 n 维系 统 是 完全 能 观测 的 ， 所 以 其 (n -m) 维 的 子 系统 >， (4,, M, 4 ) 也 
是 能 观测 的 。 因 此 可 通过 一 个 (n -m) 维 的 状态 观测 器 重 构 出 (n -m) 维 的 状态 x。 
由 全 维 观 测 器 设计 ， 若 受 控 系 统 的 状态 空间 描述 为 
x =Ax+Bu (5-33) 
y=Cx (5-34) 
则 状态 观测 器 的 状态 方程 由 式 (5-21) 给 出 ， 重 新 列 写 如 下 : 





ft =(A-GC)t+Bu+Gy (5-35) 





式 中 ，G 为 反馈 矩阵 。 
将 状态 空间 描述 式 (5-33)、 式 (5-34) 与 子 系统 3 的 式 (5-30)、 式 (5-31) 相对 比 ， 有 如 
下 关系 : 
xX=x, A=A,, Bu=M, y=Z, C=A4, (5-36) 
把 式 (5-36) 的 对 应 关系 代入 式 〈5-35) ， 便 可 求 出 子 系统 2 的 状态 观测 需 的 状态 方 








程 为 
和 = (4，-G4,) 人 +M+GZ (5-37) 
同样 ， 可 通过 选择 反馈 矩阵 G 将 系统 矩阵 (4, - Gh,, ) 的 特征 值 配 置 在 任意 期 望 极点 位 
置 上 。 
为 了 在 原 系统 中 实现 状态 观测 器 ， 应 消去 式 (5-37) 中 的 中 间 变 量 M 和 Z。 用 式 
(5-29) 和 式 (5-32) 代入 式 (5-37)， 状 态 观 测 器 的 状态 方程 为 











t=(A GA) E+(Any +Biu) +G($ - Ay - Bon) (5-38) 
式 (5-38) 中 出 现 了 导数 项 》， 在 物理 上 难于 实现 ， 应 设法 将 它 消去 。 为 此 ， 引 入 一 变 
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里 Ww 
w = 区 -Gy 或 人 =w +Gy (5-39) 
对 变量 w 求 导数 ， 有 
放 = 外 -G5 或 人 和 = 廊 +G》 (5-40) 
将 式 (5-39)、 式 (5-40) 代入 式 (5-38)， 经 整理 后 可 得 状态 观测 器 的 状态 方程 为 
WwW=(A -GA w+(B, -GB,)u+t(AnG-GA G+A, -GA,)y (5-41) 
记 G =(A,G -GA,G+A,, -GA,) 
那么 , 式 (5-41) 可 简写 为 
WwW=(A -GA w+(B, -GB,)u+t+Gy (5-42) 


式 (5-42) 与 式 (5-38) 是 完全 等 价 的 。 由 式 (5-42) 可 画 出 带 降 维 观测 器 的 系统 状 
态 结构 图 如 图 5-17 所 示 。 
9( 不 能 量 测 ) 

























[B51 | [71 
{ak 
u 原 系统 
»=y (能量 测 ) 
[51 




















x1 状态 观测 器 








部 


1 
(状态 重 构 ) 











图 5-17“ 带 降 维 观测 器 的 系统 状态 结构 图 
由 式 (5-39) 知 ， 观 测 需 重 构 的 状态 多 为 
ft =w+Gy =m+Gx， (5-43) 
现 分 析 状态 估计 x*; 的 误差 与 观测 器 状态 方程 系统 矩阵 (4, - Gh ) 的 关系 。 
设 状态 向 量 x) 与 其 估计 值 人 之 间 的 误差 为 ， 


. 
~ 八 pa 四 八 


1=XI 一 XI1，X1=X1 一 1 
将 区 ， 和 对， 的 表达 式 ， 即 式 (5-27) 和 式 (5-38) ， 代 入 上 式 ， 并 整理 后 有 


X 1 二 Xl 宇 £ | =Alx - (A - GA, )t -G( y -A,y - B,u) 
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将 式 (5-32)、 式 (5-31) 关系 代入 ， 有 
FF =Aiixi — (A -GA,) 多 — GA,ix 
= (A — GA, x (A - GA, ) 和 3 (A -GAh,) X 1 (5-44) 
微分 方程 式 (5-44) 的 解 为 


| je -GA21)! 


ZX 为 初始 误差 。 

由 于 子 系统 马 是 能 观测 的 ， 故 一 定 可 以 通过 选择 G 使 矩阵 (4，- G4, ) 的 特征 值 任 
意 配 置 ， 保 证 估 值 误差 , 能 按 设计 者 的 要 求 尽快 衰减 到 零 。 反 馈 和 矩阵 G 的 选择 考虑 与 全 维 
观测 器 的 相同 。 

例 5-6 给 定 受 控 系 统 的 状态 空间 描述 














0 -1 0:0)/™ 

x | 10 0 1i0|%, 0 
一 二 u 

ss| Io 1 oi0ols| |=1 

全 1 0 0i0w, 0 

多 于 


y=(0 0 081)( aa iD 
设计 一 降 维 观测 器 ， 其 极点 为 -3，-2+ 上 j。 
解 ”由 系统 的 输出 方程 可 看 出 ， 状 态 变量 x, 可 由 输出 直接 测量 到 ， 而 x, ，x, 和 x 需 用 
一 个 三 维 状态 观测 器 重 构 其 状态 人 4, ，%,， 和 ,。 
原 系统 状态 空间 描述 已 具有 式 (5-25)、 式 (5-26) 所 示 的 标准 形式 ,经 比较 有 如 下 对 








应 关系 : 
0 -1 0 0 1Y 1 
ih 0 | “| ea B=| 0|,B,=0 
0 11 0 0 0 -1 











引入 反馈 矩阵 G= (g，g， g;) ， 由 式 (5-37) 得 观测 器 的 特征 多 项 式 
HA)=det(7T-(4-G4))=12+g1-(11+o)1-(1lg +o3) 
由 期 望 特征 值 -3，-2+ 上 j， 期 望 的 特征 多 项 式 为 
Ki )=(4+3)(1+2-i)(4+2+j)=142 +7A +17A +15 
比较 f(4) 和 了 (4°" ) 的 系数 关系 ,得 
G= (ge 8) = (7 -28 -92)" 
按照 式 (5-41) 得 降 维 观测 器 的 状态 方程 为 
w =(Al -GA )w+(B, -GB,)u+(AG-GA,G+A, -GA,)y 
=(Al -GA, w+Biu+t+(AiG -GA,G)yY 


-7 -1 0 1 -21 
=| 28 0 1mw+ Oluw+|104 |y 
92 11 0 -1 336 
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由 式 (5-43) 得 重 构 的 状态 变量 为 

允 ， Wi 7 

t, |=|w, |+ | | y 
的 103 -92 


XC) =wi +7y =w) +7xy 


或 写成 


Xt, = —28y =w, —28x, 
Xs = 123 -92y =ws 一 92x， 

从 上 面 的 例子 可 看 出 ， 若 受 控 系 统 的 状态 空间 表达 式 在 结构 上 已 具有 式 (5-25) 、 式 
(5-26) 的 形式 ， 那么 其 设计 是 简单 的 ， 计 算是 容易 的 。 但 是 ， 当 受 控 系统 的 状态 空间 描述 
在 结构 上 不 具有 式 (5-25)、 式 (5-26) 形式 时 ， 就 必须 先 求 出 一 个 变换 矩阵 T， 使 系统 经 
过 状态 变换 x =Tx 后 ， 其 状态 空间 描述 ， 成 为 式 (5-25) 、 式 (5-26) 的 形式 。 对 于 多 输出 


系统 其 设计 过 程 可 按 下 面 的 步骤 进行 。 
第 一 步 ” 检 验 受 控 系统 3,(A4，B，C) 的 完全 能 观测 性 。 夺 完全 能 观测 ， 存 在 状态 观 
测 禹 。 
第 二 步 ” 先 对 C 阵 的 列 作 重 新 分 块 。 设 rankC =m， 把 C 阵 分 块 成 
C=[_ cc :i 由 m 


式 中 ，c, 为 m xm 非 奇异 阵 。 
再 将 4 阵 和 B 也 做 相应 的 分 块 ， 使 之 成 为 如 下 的 形式 : 


ER 关机 
A, 4 | m B,)| m 
n—m m r 
第 三 步 ” 构 造 变换 矩阵 TT 和 首 阵 了” 
| 7 0 ) n—m | 了 : 0 ] 7 一 710 
T=| … 的 Ts | Ha 
一 cy Cl icC; | m Cc! : C&C, | m 
nn—m m a m 
第 四 步 ”、 对 A4、B、C 做 线性 非 奇 异 变 换 得 
一 攻 Ce | I 1 0 | 
A=T AT=| -i || ~ pp Se 
Ci1c 八 4 4， 八 -cc :ic 


B T-1B 1.:0 B B, B 
lo ieo)B,) lcB +ceB,) (8 


I .0 
CCT (0 | 
ci ic 





显然 ， 上 面 的 4、B 和 C 已 具有 式 (5-25) 、 式 (5-26) 的 标准 形式 。 
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第 五 步 ” 按 标准 形式 的 方法 和 步 又， 设计 出 降 维 状态 观测 器 。 
例 5-7 已 知 系统 3 (4，D，c) 











4 4: 4 1 
其 中 4=|-11 -12:-12|,5= -1|l,c= (1 1:1) 
13 14: 13 0 





试 设计 降 维 观 测 器 ， 其 极点 为 -3 和 -4。 
解 ”经 检验 系统 3 完全 能 观测 ， 故 存在 状态 观测 器 。 且 rankc =1。 由 于 c 阵 的 最 后 一 


个 元 素 不 是 0， 所 以 不 必 再 重新 排列 ， 只 要 按 虚 线 所 示 方 式 进 行 分 块 。 





构造 变换 矩阵 了 和 了 
1 0.0 
T :0 : 
ye -|=| 0 1:0 
—C, Ci C2 
= 
1 0.,0 
7 ;0 
T™ | 0 0 
Ci CF) | “pe 
1 1il 
计算 4，B 和 ec 
0 0:..4 1 
4=7-47=|1 0: -12|, b=7T'b=| -1|, c=cT=(0 0:1) 
1 1: 5 -0 











由 c 可 看 出 ， 状 态 分 量 x, 可 由 y 直 接 检测 ， 故 只 需 设 计 二 维 状态 观测 器 。 
引入 反馈 矩阵 G = (g， g,) 7 。 由 式 (5-37) 得 观测 器 的 特征 多 项 式 


a 1 0 /0 0 fg 
fA) dA GR) de (0 -0 Eh D| 


A+tg g = 尖 三 
= det 人 加 = 和 +(SI +g,)A + 8&1 
-1l+g, A+g, 


由 要 求 的 极点 ， 求 出 期 望 特征 多 项 式 
HK)=(4+3)(14+4) =A4 +7A+12 


比较 A(4) 和 f(A4” ) 各 相应 项 系数 ， 得 
g1=12, g,= -5 


, 5-|“-[ 出 
82 -5 
求 降 维 观测 的 状态 方程 。 由 式 (5-42) 有 


2 -12 -12\— 1 -140)-— 
w = w+ Ut+ 了 
0 3 去] 60 








由 式 (5-39) 有 
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经 线性 变换 后 的 状态 估 值 为 


a ffe+rG 人 | 一 .= 
旨 | 天 三 | 全 =| w, -37 
x3 y 


为 了 得 到 原 系统 的 状态 估计 ， 还 要 做 如 下 变换 : 


1 01:0/w +12y wi +]12y 
| 0 0 w -5y |=| w-5y 








1 -1il 
读者 可 根据 所 得 结果 作出 结构 图 。 
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对 具有 能 控 、 能 观测 性 ， 但 状态 不 可 量 测 的 受 控 系统 ， 状 态 观 测 需 解决 了 其 状态 重 构 的 
问题 。 这 样 ， 便 可 使 这 类 受 控 系 统 实 施 状态 反馈 变 成 可 能 。 本 节 讨 论 带 状态 观测 需 实 现状 态 
反馈 综合 的 有 关 问 题 。 

一 、 系 统 的 结构 与 数学 模型 

设 受 控 系统 为 能 控 、 能 观测 的 n 阶 系统 ， 其 状态 空间 描述 为 

















x =Ax+Bu (5-45) 
了 = Cr (5-46) 

n 维 状 态 观 测 器 系统 的 状态 空间 描述 由 式 (5-21) 及 式 (5-20) 有 
和 = (A-GC) f+ButGy (5-47) 

y=Ct 
现 采 用 由 观测 器 重 构 的 状态 和， 通过 反馈 矩阵 了 ， 负 回馈 至 系统 参考 信号 的 入 口 处 ， 则 
反馈 控制 律 为 

u=v-Ke (5-48) 





带 全 维 状 态 观 测 带 的 状态 反馈 闭环 系统 ， 如 图 5-18 所 示 。 


将 式 (5-48) 代入 式 (5-45)， 得 
X=Ax+B (v-K£) =Ax-BKI+Bv (5-49) 
将 式 (5-48) 及 式 (5-46) 代入 式 (5-47) ,得 





t=(A-GC)F+B(v- Kf)+GCr=(A-GC-BK)E +GCx+Bv (5-50) 
将 式 (5-49) 和 式 (5-50) 合并 ， 则 闭环 系统 的 状态 空间 描述 为 


x 4 ， 一 玉民 x B 
[08) 
中 GC:A-GC-BK/)\Xx B 
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图 5-18 ”人 带 全 维 状态 观测 器 的 状态 反馈 闭环 系统 





y=(C De (5-52) 
x 
式 (5-52) 表明 ， 系 统 的 维 数 变 为 2n， 是 原 受 控 系 统 的 两 倍 。 
简 记 闭环 系统 为 >, (4,, B,, C,)。 
二 、 闭 环 系 统 的 基本 特性 
下 面 分 析 ， 在 引入 了 重 构 状态 * 的 状态 反馈 后 ， 是 否 会 改变 状态 观测 器 的 极点 配置 ， 从 
影响 到 状态 估计 误差 x 的 衰减 特性 ， 或 者 说 ,会 影响 到 状态 估计 的 精度 。 男 一 方面 ， 如 
何 设计 反馈 矩阵 G 和 天 ， 使 系统 满足 性 能 指标 要 求 。 
设 状态 估计 误差 关 为 








八 


xX =X 一 多 
X 为 原 系 统 的 状态 变量 真 值 ，# 为 状态 观测 器 重 构 的 状态 变量 估 值 。 
对 闭环 系统 方程 式 (5-51) 和 式 (5-52) 进行 等 效 的 坐标 变换 


四 -生生 站: 辐 


坐标 变换 矩阵 为 


二 二 7 ， 0 4 ， -BK 7 ， 0 A-BK: BK 
A, =P A,P= | | A | S| pn 
7 : -TIT 人 八 GC:A-GC-BK 1 : -I 0 :A-GC 


0 


COP 而 ps (C 0) 
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简 记 为 >， 过 (A,, B,, C,)o 
由 于 等 效 变 换 不 会 改变 系统 的 特征 值 ， 所 以 3, 和 了 的 特征 值 相同 。 系 统 闭 环 特征 多 项 
式 为 














Fu) =det[ A1 -A,] =det[ 41 -A,] 





二 上 ] 
0 :41- (A -GC) 
=|111- (A-BR)IIAI- (A -GC)I =f (A)f(4) (5-53) 
而 状态 估 值 误差 方程 为 
Ss 人 
上 式 的 解 ， 即 状态 估 值 误差 为 
= (5-54) 


Xu 为 初始 状态 误差 值 。 

由 式 (5-53) 可 看 出 ,由 状态 观测 需 构 成 的 状态 反馈 系统 ， 其 特征 多 项 式 是 矩阵 
(4-BK) 和 (4-GC) 的 特征 多 项 式 的 乘积 , 或 者 说 ,闭环 系统 的 极点 等 于 状态 反馈 
(4 -BK) 的 极点 和 状态 观测 器 (4 -GC) 的 极点 之 和 ， 而 且 两 者 相互 独立 、 彼 此 互 不 影响 。 

由 式 (5-54) 可 看 出 ， 状 态 佑 计 误 差 的 衰减 特征 与 是 否 引 入 状态 反馈 完全 无 关 ， 即 引入 
状态 反馈 后 不 会 影响 到 状态 估计 值 z 的 精度 。 

由 以 上 分 析 ， 引 出 如 下 定理 ; 

定理 5-7 只 要 受 控 系统 具有 能 观测 、 能 控 性 ， 则 可 先 按 极点 配置 的 需要 设计 出 状态 反 
馈 控 制 矩 阵 久 ， 然 后 按 观 测 絮 动态 特性 的 要 求 设计 出 反馈 年 阵 G。G 的 选择 并 不 会 影响 配置 
好 的 极点 。 

上 面 的 定理 告诉 我 们 ， 系 统 的 极点 配置 和 观测 需 的 设计 完全 可 分 开 进 行 。 所 以 ， 定 理 5-7 
又 称 为 分 离 定 理 。 

通常 把 状态 反馈 阵 K 和 观测 需 统 称 为 控制 顺 。 

例 5-8 设 受 控 系 统 的 状态 空间 描述 为 


% | 0 1 Xi 0 
(J)-@ NE y= (10 0) (x %,) 


试 采用 状态 观测 器 实现 状态 反馈 ， 使 闭环 系统 的 特征 值 为 1,。= -2 +j。 
解 ” 受 控 系 统 是 能 控 能 观测 的 。 
根据 分 离 定 理 ， 分 别 单独 地 计算 状态 反馈 矩阵 天 和 观测 需 反 馈 和 矩阵 G。 
和 矩阵 天 的 计算 : 由 于 是 单 输 入 - 单 输 出 系统 ,，K= (kk )。 
特征 多 项 式 












































f(A4) =det(AT- (A-BK))=A4 +(1+h,)A+th, 
期 望 特征 多 项 式 
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HK)=(4+2+j)(4+2-j) =A4 +44 +5 
比较 成 24) 和 成 4 7) 的 系数 关系 可 得 

k=5, k=3, BK=(k 及) =(5 3)。 
矩阵 G 的 计算 : C=(g， 86) 。 
特征 多 项 式 K4) =det(47-(4-GC)) = 和 +(1+10g)4+10g +10g, 
选择 观测 器 特征 值 为 -15，-15， 则 期 望 特征 多 项 式 

HK )=(14+15) =A +30X +225 
比较 信 4) 和 f(A4”) 的 系数 关系 可 得 
g1 =2.9, g, =19.6, PWG=(g, g) =(2.9 19.6)7 


第 六 节 ” 解 耦 控制 系统 的 综合 


现代 化 的 工业 生产 装置 ， 往 往 要 求 被 控制 的 参数 较 多 ， 这 就 要 求 设置 多 个 控制 回路 去 控 
制 这 些 参数 。 然 而 ， 在 这 些 回 路 间 常 常会 发 生 相互 耦合 、 相 互 影 响 的 作用 ， 构 成 一 个 互相 关 
联 耘 合 的 多 变量 系统 。 由 于 这 种 互相 耦合 、 影 响 的 结果 ， 通 常 使 系统 的 性 能 变 差 ， 难 于 控 
制 ， 甚 至 系统 无 法 正常 运行 。 
解 看 控制 ， 简 单 来 说 ， 就 是 对 一 个 互相 关联 看 合 的 受 控 系统 ， 采 用 某 种 方法 使 其 变 成 
“一 对 一 ”的 控制 关系 ， 即 一 个 受 控 量 只 受 一 个 控制 量 控制 而 与 其 他 的 控制 量 无 关 。 目 前 ， 
实现 解 硝 控制 的 方法 有 多 种 。 本 节 只 介绍 较 常 用 的 两 种 综合 方法 ， 一 古 串 联 补偿 需 方 法 ， 二 
是 状态 反馈 方法 。 

一 、 多 变量 系统 的 耦合 关系 

多 输入 - 多 输出 受 控 系统 的 状态 空间 描述 为 


X =Ax+Bu 




















y=Cx 
设 输入 向 量 w 和 输出 向 量 y 有 相同 的 维 数 m。 在 初始 条 件 x(0) =0 时 ， 输 出 与 输入 之 间 
关系 可 用 传递 矩阵 表示 : 


wn(s) wo(s) 2 win(s) 





W(s) SY =C (s1-A)-'B= 人 和 Ve 
wii(s) Wi2(s) ee Wns) 
或 写成 Y(s) =W(s)U(s) (5-55) 


展开 式 (5-55) 有 
y1(58) =wn (su (ss) tw (s) uCs) +t tw (Ss)u, 


y23(5) =wa (su (ss) tw s) uCs) te tw (5)u, 


3 


(s) 
(s) 
ys5) =w (su (s) tw os)u (ss) + + ws)u,(s) 


由 展开 式 看 出 ， 每 一 个 输出 量 都 受到 所 有 输入 量 的 作用 ， 每 一 个 输入 量 都 影响 所 有 的 输 
出 量 。 若 想 调节 某 个 输出 量 而 又 希望 其 他 输出 都 不 变 ， 十 分 困难 ， 甚 至 不 可 能 。 像 这 样 的 关 
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联 耦 合作 用 便 使 系统 难于 获得 良好 的 控制 性 能 。 

多 输入 - 多 输出 系统 的 耦合 关系 也 可 用 图 5-19 表示 。 

二 、 解 耦 控制 的 基本 原理 

分 析 多 变量 系统 的 耦合 关系 ， 容 易 看 出 ， 控 制 回 路 之 间 的 耦合 关系 是 由 于 对 象 特性 中 的 
子 传递 函数 wj，i 对 j，(i, j=1，2，…，m) 造成 的 ,使 得 ” 不 仅 受到 w 的 作用 ， 而 且 也 
受到 其 他 输入 的 作用 。 

所 谓 解 耦 控制 ， 就 是 在 系统 中 引入 某 种 补偿 回路 ， 或 采用 某 种 控制 结构 去 消除 这 种 耦合 
关系 ， 使 其 变 成 具有 如 图 5-20 所 示 的 型 式 。 



































U2 12 
Um Um 
图 5-19 ”多 输入 -多 输出 系统 耦合 关系 示意 图 图 $-20” 解 耦 系统 示意 图 











从 信号 观点 看 解 耦 后 的 系统 ， 一 个 被 控 量 只 受 一 个 控制 量 的 控制 ， 与 其 他 控制 量 无 关 ; 
从 结构 看 解 耦 后 的 系统 ， 原 耦合 的 多 变量 系统 变 成 彼此 相互 独立 的 单 输入 - 单 输出 系统 。 

三 、 解 耦 控制 系统 的 综合 方法 
解 耦 控制 系统 的 综合 问题 ， 就 是 确定 解 耦 系统 的 基本 结构 ， 求 解 解 耦 控制 律 ， 使 相互 关 
联 耦 合 的 系统 变 成 为 相互 独立 的 系统 ， 并 具有 和 良好 的 控制 品质 。 目 前 ， 较 常用 的 方法 有 串联 
补偿 絮 法 和 状态 反馈 法 。 

1， 串 联 补偿 器 解 耦 综合 方法 

设 灰 个 输入 普 个 输出 耦合 的 受 控 系 统 互 〈4, 妃 ，C) ， 其 传递 矩阵 为 WW,(s)。 采 用 串 
联 补偿 器 解 耦 方法 ， 系 统 结构 图 如 图 5-21 所 示 。 


U(s) Ys) 
2 


多 5-21 ”串联 补偿 需 解 耦 系统 结构 图 


















































图 中 ，W.(s) 为 待 设计 的 (m xm) 解 看 补偿 器 。 要 求解 厢 后 的 系统 ， 其 m 个 输入 和 m 
个 输出 是 互相 独立 的 。 
由 图 $5-21 ， 可 求 出 闭环 系统 的 传递 矩阵 
Y(s 
Ws) = I+ Ws) Ws) 
式 中 的 W,(s) = W,(s)W.(s) 为 系统 的 开 环 传递 算 阵 。 
若 引 入 W.(s) 后 系统 的 闭环 传递 矩阵 是 一 个 对 角 线 矩阵 A 即 


Ws) = T+ Ws)] WG) =A (5-56) 
U(s) , 
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式 中 
wi (s) 0 


wa (s) 


即 Y(s) =AU!(;s) (5-57) 
展开 式 (5-57) ， 有 
yi1(s) =wii(s)u(s) 


ys) =w»(s)u,(s) 


ya(s) =wnn(s)u,(s) 
可 见 ， 一 个 输出 仅 受 一 个 输入 的 控制 作用 而 与 其 他 输入 无 关 。 这 便 达 到 了 解 耦 控制 目的 。 
重 写 式 (5-56) 





[T+W,(s)]  W,(s)=W(s) 
用 [I+ W,(s) ] 左 乘 上 式 ， 整 理 后 有 
W,(s) =W(s) IT- W(s)] (5-58) 
考虑 到 W,(s) =W,(s)W.(s), W(s) =A, 由 式 (5-58) 可 求 出 解 耦 补 途 器 的 传递 矩阵 为 
W.(s) =W, (Gs)W,(s) =W, (s) WOS)TI- Ws)] =W,'(s)A[I-A] (5-59) 
由 上 面 分 析 可 归纳 出 求 串联 解 耦 补偿 器 酌 .(s) 的 方法 如 下 : 
1) 判别 受 控 系 统 z 传递 矩阵 W,(s) 的 秩 。 辱 满 秩 ,说明 可 采用 图 5-21 结构 实现 串联 
2) 根据 性 能 要 求 ， 给 定 一 个 对 角 线 型 的 闭环 传递 矩阵 W(s) =4。 
3) 按 式 (5-58) 计算 W,(s)。 
4) 按 式 (5-59) 求解 出 串联 解 看 补偿 带 W.(s)。 
例 $-9 ”有 一 多 输入 多 输出 系统 ,其 传递 矩阵 为 























1 
0 
2s+1 
W,(s) = 
1 
s+1 





试用 图 5-21 串联 补偿 器 解 看 系统 结构 ， 确 定 补 偿 器 的 传递 算 阵 W.(s)， 使 闭环 系统 的 传递 
和 矩阵 为 
1 


s+1 
W(s) = 


0 





1 
5s+1 

解 由 于 琴 (s) 满 秋 ， 即 殉 (*) 存 在 ， 能 实现 串联 补偿 解 耦 控制 。 

根据 式 (5-58) 有 
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1 s+l 1 
0 0 一 0 
W,(s) = WO LT- WG)] | -| 
人 J 1 ss+1| 1 
0 0 0 ”一 
Ss +1 Ss Ss 
由 式 (5-59) ， 得 解 耦 补偿 需 的 传递 矩阵 为 
1 = 2s+1 
0 一 0 0 
WA ) -WO = 2s+1 S _ S 
6 9 1 。 1 | Qs+1)(s+1) s+l 
s+l Ss S Ss 


由 到.(s) 可 看 出 ， 补 偿 器 是 由 比例 加 积 
和 比例 加 积分 加 微分 这 些 控制 器 所 组 成 的 。 其 
系统 结构 图 如 图 5-22 所 示 。 

2. 状态 反馈 解 耦 综合 方法 

状态 反馈 解 耘 系统 的 结构 图 如 图 5-23 所 示 。 
图 中 点 画 线 框 内 为 待 解 耦 的 受 控 系 统 (4,B,C)， 
具有 能 控 性 。K 是 一 个 (m xn) 实 常 数 状态 反 
馈 和 矩阵 , F 是 一 个 (m xn) 实 常数 非 奇 异 变换 
和 矩阵, v 是 (m x1) 的 输入 矢量 。 

由 图 5-23 可 写 出 闭环 系统 控制 律 为 图 5-22 例 5.9 串联 补偿 解 耦 系统 结构 图 

u=Fv -Kx 

现在 要 研究 的 问题 是 ， 如 何 设计 反馈 矩阵 天 和 变换 矩阵 ， 使 系统 从 输入 wv 到 输出 y 的 
传递 函数 阵 是 解 耦 的 。 下 面 将 讨论 这 个 问题 ， 由 于 证 明 较 复杂 ， 仅 介绍 其 主要 的 结论 和 具体 
的 应 用 。 

(1) 状态 反馈 解 耦 中 的 特征 量 

1) d;， 它 是 一 个 满足 下 列 不 等 式 

c; A'Bz0,1=0,1,2.…,m (5-60) 



































的 一 个 最 小 整数 Lo 
式 中 6c, 是 系统 输出 矩阵 C 中 的 第 i 行 行 向 量 (i =1,，2,，…，,m)。 显 然 ,，d; 中 的 下 标 i 
表示 行 数 。 

















图 5-23 ”状态 反馈 解 看 系统 结构 图 
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例 5-10 已 知 系统 3 (4A, B, COC) 


>» 


0 
2 
1 
0 


OY MR 


试 计算 qd,(i=1, 2)。 
解 ” 先 算 d, 将 cA"B 代 入 式 (5-60) 得 
cA'B=cB=(0 0) 
cA'B=(1 0) 
使 c,4'Bz0 的 最 小 1 是 1， 所 以 
d,=1 
再 算 d,, 将 c,4°"B 代 入 式 (5-60) 得 
cA’B= (0 0) 
cA'B= (0 1) 
使 c,A'Bz0 的 最 小 1 值 是 1， 所 以 


d,=1 
2) 根据 d; 值 定 义 下列 矩 阵 
ciA” cA"B cA 
c242 cA™"B .a 
DA| FADB=| LAD4=| 
C nA C nA 嘱 B C nA 、 . , 


例 S-11 试 计算 例 5-10 的 D、E 和 工 。 


解 
ciA" cAY /01 00 
D= = = 
cA 0 0 0 1 


cA”® 

cA"B cAB 1 0 

| -| 

c,A"“B cAB) \0 1 
oA) fceha (3 0 02 
- -| 
CA c,A? 0 -2 0 0 

(2) 有 关 解 耦 控制 的 两 个 主要 定理 


定理 5-8 ”能 解 耦 性 判 据 。 受 控 系 统 5, = (4, 如 ，C) 采用 状态 反馈 能 解 耦 的 充分 必要 
条 件 是 (m xm) 维和 矩阵 为 非 奇异 的 。 即 











cA"B 
cA®B 
detE=det| 0 


c,A™B 


m 


162 


现代 控制 理论 基础 ”第 4 版 





定理 5-9 ” 若 受 控 系 统 3 满足 定理 5-8 中 的 条 件 时 ， 即 3 是 可 以 采用 状态 反馈 实现 解 
耦 的 ， 当 选择 状态 反馈 矩阵 为 











K=E-'L (5-61) 
输入 变换 阵 为 
F=E-! (5-62) 
则 其 闭环 系统 是 一 个 积分 型 解 耦 系统 。 
其 中 闭环 系统 状态 空间 描述 为 


x =(A-BK)x+BFv =(A-BE-'L)x+BE-'y 








y=Cx 
闭环 系统 的 传递 函数 阵 为 
1 
(Atl) 0 
Le 
W(s) =C[s1 - (A -BK)] -BF= 9 (5-63) 
1 
0 Sm+1) 





由 式 (5-63) 可 看 出 ,根据 定理 5-9 所 得 到 的 解 耦 系统 其 每 个 子 系统 相当 于 一 个 (d, +1) 
阶 的 积分 器 ， 所 以 称 这 种 解 耦 系统 为 积分 器 型 解 耘 系统 。 
例 5-12 ”判别 例 5-10 受 控 系统 5 采用 状态 反馈 解 耘 的 可 能 性 。 
解 ” 由 例 5-11 的 计算 可 知 ， 由 于 
1 0 
| 
0 1 


是 一 个 非 奇 异 的 抢 阵 ， 依 定理 5-8 ， 该 系统 可 以 采用 状态 反馈 实现 解 耦 。 
例 $-13 试 求 例 5-10 受 控 系 统 的 状态 反馈 解 看 矩阵 K 和 输入 变换 阵 FF。 
解 例 5-10 和 例 5-11 已 经 算得 


1 0 
di =1,d =1,E = 
0 1 























按照 式 (5-61) 和 式 (5-62) 有 
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闭环 系统 为 
0 1 0 0 0 0 
. , ， loo000 1 0 
x=(A-BE L)x+BE v= X 十 人 (5-64) 
0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 1 
1 0 0 0 
y=Cx = x (5-65) 
0 0 1 0 
闭环 系统 的 传递 函数 阵 为 
1 1 
i 0 0 
s(tl) s? 
W(s) = . = (5-66) 
0 (w+1) 0 2 
加” Ss 
闭环 系统 状态 反馈 解 而 系统 示意 图 如 图 5-24 所 示 。 
| z llroil 
- 了 
vl 证 。 
局 下 
a) b) 





图 5-224 例 5-13 的 解 耦 系统 示意 医 
a) 状态 结构 图 b) 输入 输出 信息 传递 图 














从 图 5-24 解 耦 系统 图 看 出 ， 状 态 反馈 解 耦 矩阵 中 的 每 个 元 素 作 用 是 消去 相应 状态 变量 
间 的 交 连 影响 ， 使 解 耦 后 的 系统 变 为 一 些 单 输入 - 单 输出 的 子 系统 。 由 于 分 解 出 的 单 输入 - 
单 输出 子 系统 ， 其 信号 传递 关系 都 是 多 重 积 分 关系 ， 所 以 这 些 子 系统 由 于 所 有 的 极点 都 处 于 
原点 ， 其 动态 性 能 是 不 会 满意 的 。 

3. 解 耦 后 子 系统 的 附加 综合 

实际 中 ， 积 分 型 的 解 耦 方法 由 于 动态 性 能 不 能 令 人 满意 而 只 是 作为 耦合 系统 综合 时 的 一 
个 中 间 性 的 步 又。 解 奔 后 ， 对 相互 独立 的 各 子 系统 还 要 再 通过 附加 的 综合 方法 ， 例 如 经 典 控 
制 中 的 超前 校正 、 溃 后 超前 校正 ，PID 校正 、 状 态 空 间 方 法 中 的 极点 配置 等 综合 方法 ， 使 各 
个 子 系统 都 具有 满意 的 性 能 指标 。 

下 面 只 讨论 在 解 而 后 的 各 子 系统 中 再 施加 附加 的 状态 反馈 达到 极点 配置 的 方法 。 

首先 必须 回答 的 问题 是 ， 在 每 一 个 已 经 解 耦 的 子 系统 中 再 引入 附加 的 状态 反馈 是 否 会 破 
坏 已 经 建立 起 来 的 解 看 关系 呢 ? 
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回答 是 否定 的 。 有 文献 证 明 ， 只 要 把 每 个 独立 的 子 系统 中 的 不 能 观测 的 状态 分 解 出 来 ， 
使 每 个 独立 的 子 系统 成 为 能 控 能 观测 的 ， 那 么 就 可 以 对 每 一 个 独立 的 能 控 能 观测 的 子 系统 分 
别 采用 状态 反馈 进行 极点 的 任意 配置 。 
de ne 
只 讨论 积分 型 解 厅 系统 是 能 控 能 观测 的 情况 。 首 先 必须 把 积分 型 解 厅 系统 的 闭环 状 
ea “标准 解 看 形式 ”。 一 旦 化 成 了 标准 解 看 形式 后 ,， 便 可 对 每 个 独立 的 能 控 能 


























gy > A A A ; 7 FH x 
观测 的 子 系统 3，(4,，B,，C,;) ,i=1，2，…, m 采用 状态 反馈 
v;=Kx;, +w,, 1=1,2,.…,m (5-67) 





再 按照 设计 状态 反馈 阵 的 方法 和 步骤 求 出 天 值 。 
关于 标准 解 厢 形 式 有 如 下 定义 : 
如 果 马 (4,，B，C) 具有 如 下 形式 ; 











A 0 \p 
人 
A= 
0 A, Pp 
pi Pn 
b 0 
Co 让 (5-68) 
B= 
0 b, Pi 
Ci 0\1 
A 
C= 
0 cC， /1 
而 pi=d;+1,(i=1,2,.…,m) ;DPI 二 Da 十 :十 D =n 
0 1 0 0 1d) 了 
4-| ”oso0 
] | 
0 
:| ra, 
b,= 
0 
1/1 
(1 0:.:0) 1 
~1 a 





则 称 (A，B，C) 为 标准 解 焰 形 式 。 
例 5-14 ” 试 对 例 5-13 的 积分 型 解 看 系统 设计 附加 状态 反馈 ， 使 闭环 解 耦 系统 的 极点 配 
置 为 -1， -1，-1，-=-1。 














第 五 章 ”线性 定常 系统 的 综合 








0 1:0 0 
jlo.0.0 0 ee 有 
00i01| lo ha, 
0 0:0 0 
0:0 
B 二 bt | 
0i0| lo iy, 
0 ;1 
:0 





4, B,C 已 具有 式 (5-68) 的 解 耦 标准 型 。 所 以 可 分 别 对 各 独立 子 系统 进行 状态 反馈 。 
对 于 >,(41,51,c1), 有 





YX1 
v1=(k k, ) + wi 


对 于 >,(A, ,bi ,C2 ) ? 有 





3 
v=(k hk) 十 202 


将 mw 、v; 分 别 代 入 式 (5-64) ， 整 理 得 


0 1 0 0 0 0 
. Ik k, 0 0 1 0 Yi 
Too00 110 ol 

0 0k hk) 0 

由 式 (5-65) 有 

人 
三 
0 0 


为 使 闭环 系统 极点 配置 在 -1，-1，-1， 
-1 位置 上 ,按照 求解 状态 反馈 矩阵 的 方法 和 
步骤 可 得 出 

k= -1,k= -2,k = -1,k= -2 

例 5-14 的 系统 结构 图 如 图 5-25 所 示 。 

综 上 所 述 ， 采 用 状态 反馈 实现 系统 解 耦 的 
综合 方法 及 其 步骤 如 下 : 

1) 检验 受 控 系 统 zu 是 否 满足 能 解 耦 的 充 
要 条 件 。 

2) 按照 式 (5-61) 和 式 (5-62) 计算 状 
态 反馈 矩阵 玉 和 输入 变换 阵 。 把 系统 化 成 标 : 
准 解 看 形式 。 图 5-25 例 5-14 系统 结构 加 
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3) 对 独立 的 子 系统 按 (5-67) 用 附加 状态 反馈 ， 把 极点 配置 为 期 望 值 。 

如 果 在 积分 型 解 耦 系统 中 存在 不 能 控 不 能 观测 的 状态 ， 和 必须 
通过 非 奇异 变换 ， 使 其 化 成 能 解 耦 标准 形 ， 这 部 分 内 容 由 于 计算 烦琐 而 没 做 介绍 ， 有 兴趣 的 
读者 可 参阅 有 关 文 献 或 书籍 。 

最 后 还 应 该 说 明 ， 对 不 满足 状态 反馈 解 耦 充 要 条 件 的 受 控 系统 ， 只 要 其 传递 函数 矩阵 是 
非 奇 异 的 ， 除 可 以 采用 串联 补偿 器 解 耦 外 ， 还 可 以 采用 状态 反馈 加 串联 补偿 器 的 办 法 进行 解 
耘 ， 如 图 5-26 所 示 。 





























状态 反馈 阵 


图 5-26 ”用 状态 反馈 加 串联 补偿 器 进行 解 耦 示意 图 
习题 


5-1 为 什么 采用 状态 反馈 系统 的 性 能 比 采 用 输出 反馈 系统 的 性 能 要 好 ? 
5-2 ”利用 状态 反馈 实现 极点 任意 配置 的 条 件 是 什么 ”基本 思路 ? 

5-3 ”什么 情况 下 要 采用 观测 器 ? 有 几 种 观测 器 ? 观测 器 的 基本 设计 方法 ? 
5-4 设计 配置 观测 器 极点 时 要 注意 什么 原则 ? 

5-5 已 知 系统 状态 方程 为 























用 状态 反馈 ,使 闭环 极点 为 -3 +j5。 
5-6 已 知 系 统 传递 函数 


10 


Cs) Ts(s+1)(s+2) 


用 状态 反馈 ,使 闭环 极点 为 -2 和 -1+j。 


5-7 ” 设 系 统 状 态 方程 为 
0 0 0 1 
区 | -6 0 上 上 由 
0 1 一 12 0 


(1) 说 明 是 否 可 用 状态 反馈 任意 配置 闭环 极点 。 
(2) 若 可 以 ， 求 状态 反馈 矩阵 ， 使 闭环 极点 位 于 -2 和 -1+7， 并 画 出 状态 变量 网 。 


5-8 设 系 统 状态 方程 为 
6 
Tl y= x 


试 设计 全 维 状态 观测 器 ， 使 其 极点 位 于 -2 和 -2， 并 画 出 状态 变量 图 。 


5-9 已 知 系统 状态 方程 
1 2 0 2 
:| 一 1 小 | 小 y=(0 0 1)x 
0 2 0 1 


试 设计 状态 观测 器 ， 使 其 极点 位 于 -3，-4 和 -5， 并 夯 出 状态 变量 图 。 





























线性 系统 的 最 优 控制 








最 优 控制 是 现代 控制 理论 的 核心 内 容 ， 是 控制 系统 的 一 种 设计 方法 。 

最 优 控制 研究 的 核心 问题 是 ， 已 知 被 控 对 象 的 数学 模型 ， 在 控制 量 约束 范围 内 设计 出 控 
制 右 (又 称 为 “控制 率 或 控制 策略 ”)， 使 控制 系统 的 性 能 在 某 种 意义 上 达到 最 优 。 

线性 系统 二 次 型 的 最 优化 控制 ， 因 为 其 性 能 指标 具有 明确 的 物理 意义 ， 在 大 量 的 工程 实 
际 中 具有 代表 性 ， 而 且 最 优 控制 率 的 求解 较 简单 ， 并 具有 统一 的 解析 表达 式 ， 构 成 的 最 优 控 
制 系统 具有 简单 的 线性 状态 反馈 的 型 式 ， 易 于 工程 实现 ， 所 以 在 国内 外 实际 的 工程 中 已 得 到 
广泛 应 用 。 本 章 主要 介绍 最 优 控制 的 基本 概念 、 基 本 原理 和 设计 方法 。 


第 一 节 最 优 控制 的 数学 表达 


已 知 系统 的 数学 模型 




















X(t) =fLx(t) ,u(t) ,t] (6-1) 
初始 状态 为 
%(to) =%o (6-2) 
式 中 ,x(7) 为 n 维 状 态 向 量 ; wu(1) 为 7 维 控 制 向 量 ; f 为 n 维 疝 量 也 数 ,是 x(1) 、u(t) 和 和: 
的 连续 函数 ， 可 以 是 线性 定常 函数 ， 也 可 以 是 非 线 性 时 变 函 数 ， 并 且 对 x(1) 、t 连续 可 微 。 
车 存在 某 种 控制 率 wu(t)， 能 使 性 能 指标 函数 

J = BIx(D) st] + | LxC0) ,ut) tld (6.3) 
取 极 值 (最 大 值 或 最 小 值 )， 则 称 该 控制 率 为 最 优 控制 率 wu” ; 该 系统 为 最 优 控制 系统 ; 对 

应 系统 的 运动 状态 轨迹 线 ， 称 为 最 优 轨 线 x”。 


第 二 节 ”求解 最 优 控 制 率 的 方法 


目前 求解 最 优 控 制 率 ， 主 要 有 “ 变 分 法 ”、“ 极 大 (小 ) 值 原理 ”、“ 动 态 规 划 ” 和 “ 线 
性 二 次 型 ”等 方法 。 

1. 变 分 法 

由 于 性 能 指标 J 是 控制 量 w 的 函数 ， 这 种 以 函数 为 自 变 量 的 函数 ， 即 函数 的 函数 ， 从 数 
学 角度 看 ， 就 是 一 个 “ 泛 函 ”。 要 从 泛 函 性 能 指标 J 中 求解 出 一 个 未 知 控制 函数 w(t) ， 使 性 
能 指标 ] 值 为 极 值 J/”( 最 大 值 或 最 小 值 )， 这 种 泛 函 求 极 值 的 方法 ， 实 际 上 就 是 数学 上 的 
“ 变 分 ”问题 ， 需 采用 数学 中 的 “ 变 分 法 ”。 
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采用 直接 变 分 法 求解 最 优 控制 率 ， 难 以 甚至 无 法 解决 容许 控制 属于 闭 集 的 最 优 控制 问 
题 ， 所 以 受到 实际 工程 应 用 上 的 限制 。 例 如 ， 每 台电 动机 都 有 最 大 功率 的 限制 ;船舶 或 飞机 
的 操纵 舵 面 也 有 最 大 偏转 角 的 限制 。 况 且 采 用 直接 变 分 法 设计 出 的 系统 ， 其 抗 参数 变化 的 能 
力 ， 即 系统 的 鲁 棒 性 也 不 强 。 因 此 ， 工 程 上 的 实用 价值 较 小 。 

2. 极 大 (小 ) 值 原理 

20 世纪 50 年 代 末 ， 苏 联 学 者 Pontryagin ( 庞 特 里 亚 金 ) 提出 了 极 值 原 理 。 虽 然 这 种 方 
法 可 以 解决 “ 变 分 法 ”无 法 解决 的 一 些 问题 ， 即 “容许 控制 属于 闭 集 ”的 最 优 控制 问题 ， 
但 对 于 非 线 性 系统 , 甚至 有 些 线性 系统 , 在 某 些 情况 下 要 得 到 最 优 控制 的 解析 表达 式 ， 仍 是 
十 分 困难 的 。 

3. 动态 规划 

美国 学 者 Bellman ( 别 尔 曼 ) 在 1953 一 1957 年 间 提 出 “动态 规划 ”方法 ， 这 种 方法 也 可 
以 解决 “容许 控制 属于 闭 集 ”的 最 优 控制 问题 。 虽 然 该 方法 推导 还 算 简 单 ， 但 求解 也 不 易 ， 
甚至 会 有 些 困难 。 

4. 线性 二 次 型 

美国 学 者 R. E. Kalman (卡尔 曼 ) ， 基 于 线性 系统 的 状态 方程 、 能 控 能 观测 性 ， 提 出 线 
性 系统 若 用 “二 次 型 性 能 指标 ”, 将 使 最 优 控制 器 的 求解 变 得 简单 容易 。 按 这 种 方法 求解 最 
优 控制 器 ， 主 要 归结 为 求解 一 个 称 为 “Riccati ( 黎 卡 提 ) 矩阵 微分 方程 或 代数 方程 ”， 再 通 
过 简单 的 矩阵 运算 就 可 得 出 状态 反馈 控制 率 的 解析 式 。 而 且 ， 其 结果 也 适用 于 小 信号 下 运行 
的 非 线 性 系统 。 

5. 各 方法 的 比较 

总 的 来 说 ， 当 控制 量 无 约束 时 , 采用“ 变 分 法 ”; 当 控 制 量 有 约束 时 , 采用 “ 极 大 
(小 ) 值 原理 ”或 “动态 规划 ”; 如 果 系统 是 线性 的 ， 采 用 “线性 二 次 型 ”方法 最 好 ， 因 为 ， 
一 方面 ， 二 次 型 性 能 指标 反映 了 大 量 实际 的 工程 性 能 指标 的 要 求 ; 另 一 方面 ， 理 论 上 的 分 析 
及 求解 较 简 单 、 方 便 、 规 范 ， 而 且 还 有 标准 的 计算 机 程序 可 供 使 用 ; 其 次 ， 得 到 的 控制 器 易 
于 通过 状态 反馈 实现 闭环 最 优 控制 ， 工 程 实现 方便 。 在 实际 的 工程 控制 中 ， 目 前 线性 二 次 型 
最 优 控 制 已 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

下 面 只 介绍 线性 二 次 型 最 优 控制 的 基本 概念 、 求 解 原理 及 设计 中 的 一 些 主要 结论 。 


第 三 节 ”线性 二 次 型 最 优 控 制 


一 、 控 制 对 象 数 学 模型 
线性 系统 的 状态 空间 表达 式 
X(i) =4(i)XZ(t) +B(t)u(t), x(to) =%0 
y(t) =C(i) X(t) 
式 中 ,x(1) 为 n 维 状 态 向 量 ; 4A(1) 为 n xn 维系 统 算 阵 ; B(1) 为 n xr 维 控 制 矩 阵 ; wu(i1) 为 r 
维 控 制 向 量 ;，C(1) 为 m xn 维 输 出 矩阵 ; y(i) 为 m 维 输出 向 量 。 
二 、 性 能 指标 
采用 二 次 型 



























































(6-4) 


第 六 章 ”线性 系统 的 最 优 控制 


1 = (SC) + 二 | [x dD) tu (DROu DJ 0635) 


= + 
式 (6-5) 中 ,5 为 nxn 维 正定 (或 半 正 定 ) 常 值 对称 和 矩阵 ; 8(1) 为 nxn 维 正 定 (或 
半 正 定 ) 对 称 矩 阵 ; R(1) 为 r xr 维 正 定 对 称 和 矩阵 ; 性 能 指标 /] 是 一 个 标量 。 
性 能 指标 的 物理 意义 说 明 : 


1) 式 (6-5) 中 的 二 是 为 了 运算 方便 引入 的 。 


2) 式 (6-5) 中 等 号 右 端的 第 一 项 x” (1) Sx(1) ， 强 调 状态 的 终 值 ， 表 示 在 给 定 的 


控制 终端 时 刻 ， 到 来 时 ， 系 统 的 终 态 x(1,) 接 近 预 定 终 态 的 程度 。 

当 对 系统 的 终端 误差 要 求 严格 时 ， 此 项 不 能 缺少 ,而 且 特 别 重要 。 例如， 两 个 航天 器 的 
交会 对 接 ， 控 制 大 气 层 外 导弹 的 拦截 等 ， 终 端 状态 的 一 致 性 就 显得 非常 重要 。 

加 权 和 矩阵 $， 表 示 对 各 个 对 应 分 量 的 重视 程度 可 有 不 同 。 


























S11 0 fx 

$1) x 

x (1) Sx(i,) = (XI Ny 和 x,) 1 . 
0 S by 


= S11? + Spx? 十 十 

3) 式 (6-5) 中 等 号 右 端 第 二 项 的 积分 是 一 个 综合 指标 。 其 中 ， 积 分 项 中 的 第 一 项 代表 
状态 的 暂 态 误差 ， 表 示 在 t。~t 整个 控制 期 间 ， 系 统 的 实际 状态 与 给 定 状 态 之 间 综 合 误差 的 
总 和 ， 体 现 系统 对 动态 过 程 的 要 求 。 加 权 和 矩阵 Q(t) 是 对 各 个 对 应 分 量 的 重视 程度 可 有 不 同 ， 
可 为 常 值 也 可 时 变 , 若是 时 变 则 意味 着 在 和 暂 态 过 程 中 不 同 的 时 刻 对 各 个 分 量 的 重视 程度 可 有 
不 同 。 积 分 项 的 第 二 项 体现 对 控制 信号 能 量 的 限制 ， 加 权 和 矩阵 R(i) 要求 大 于 0， 可 为 常 值 
也 可 时 变 。 

值得 注意 的 是 ， 性 能 指标 中 的 加 权 和 矩阵 S$、Q8(t) 和 R(L) 对 系统 暂 态 过 程 的 影响 很 大 。 
设计 控制 句 时 ,可 预先 选 知 干 组 S、@ 和 R 值 , 对 每 组 离线 求 出 各 组 对 应 的 最 优 控 制 右 ， 再 
通过 系统 仿真 后 选择 其 中 性 能 最 好 的 那 一 组 作为 加 权 和 矩阵 S$、Q@(t) 和 R(1)。 

三 、 最 优 控制 率 v 

最 优 控制 率 w” 的 含义 是 ， 对 于 线性 系统 式 (6-4) ， 确 定 出 的 控制 率 v(:) ， 能 使 式 
(6-5) 的 了 值 为 最 小 。 

相关 的 最 优 控 制 理论 严格 的 推导 证 明 ， 使 式 (6-5) 的 了 值 为 最 小 的 最 优 控 制 率 为 

u(t)= -R(t)B' (tS()x(t) (6-6) 
= —K(t)x(t) 

式 中 ，K(1) =R7'(1)B'(1)S(1)。 其 中 ,，S(1) 为 n xn 维 对 称 非 负 定 矩 阵 ， 被 称 为 黎 卡 提 
(Riccati) 矩阵 方程 式 


S(D) =P(D)B(CD)R- (IB (St) -SCOD4(CD) -470D0SCD) -CCD) (6-7) 








的 解 。 
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为 了 帮助 读者 更 好 地 理解 最 优 控制 的 原理 ， 下 面 从 矩阵 理论 角度 介绍 其 求解 思路 。 
由 高 等 数学 ， 有 








| (Sx'sx)ar = sr() -x'Sx(n) (6-8) 


「『 ( SxSx jd = 三 ee Sx + XI Sx + x ST)dt 二 
加 di to 
3 Wf 
| (x OQx +u Ru)dt 一 | (x Qx +u Ru)dt 
= I x’ Sx + ESx + XST+x" Ox +u' Ru)dt — [ee Ox +u' Ru)dt (6-9) 
由 式 (6-8) 和 式 (6-9) ， 有 
x' Sx(i,) -x Sx(t) 
= [Cx Sx + XSx + x SE+x" Ox +u'Ru) dt - [x QOx +u Ru)dt 
上 式 移 项 整理 
xX Sx(t) + | (x' Ox +u Ru)dt = x Sx(to) + 
(6-10) 
[ xT Sx + ESx + x SEX+ x Ox + u' Rudt 
式 (6-10) 等 号 左边 项 ， 实 际 上 就 是 性 能 指标 式 (6-5)。 令 等 号 右边 积分 项 为 
F=x' Sx+X' Sx+x'S i +x' Or+u'Ru (6-11) 
则 式 (6-10) 可 简写 为 
J = x'Sx(1) + { Fd (6-12) 
分 析 式 〈6-12) ， 由 于 等 号 右边 第 一 项 只 与 起 始 时 间 有 关 而 与 控制 量 无 关 ， 不 受 z 的 控 
制 ， 因 此 只 要 能 找到 一 个 控制 量 w， 在 <t<t， 能 使 被 积 函数 为 零 或 接近 零 ， 即 
im | Pd = 0 
那么 ， 性 能 指标 /就 有 最 小 值 ， 而 且 为 
J* =x' Sx(t,) 
为 此 ， 把 状态 方程 式 (6-1) ， 代 入 式 (6-11), 有 


Te 。T Ta 。 T T 
F=x Sx+x SxX+xXSxX +x Ox+u Ru 





(6-13) 
-xz Sx+(Ax+Bu)'Sx+x'S(Ax+Bu) +x' Qx +u'Ru 
由 和 矩阵 的 转 置 运算 ， 有 
(Ax+Bu)'Sx=(Ax)'Sx+(Bu)'Sx=x'A'Sx+u'B'Sx (6-14) 
式 (6-14) 代入 式 (6-13) 


F =(x' Sx+x'A'Sx +x'SAx HT Ox) + (u'B'Sx +x'SBu) +u'Ru (6-15) 


=x'(S +A'S+SA +O)x+(u B'Sx+x' SBu) +u'Ru 
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式 (6-15) 可 写成 典型 的 二 次 型 的 形式 
F =(kx+u)'R(kx +u) 
= | (kx) +u RE +u! (6-16) 
=x kK R(kx +u) +u R(kx +u) 
= (x k REx) +(u Rkx+x kk Ru) +u Ru 
比较 式 (6-15) 和 式 (6-16) 的 右边 系数 ， 有 


KIRk=S +A'S+SA+O (6-17) 
Rk=B'S (6-18) 
式 (6-18) 两 边 左 乘 尺 - ， 有 
k=R B'S (6-19) 
又 由 式 (6-16) 可 知 ， 当 
u= -kx=-R B'Sx (6-20) 





并 且 满 足 式 (6-17) 、 式 (6-18) 时 ,积分 项 的 被 积 函 数 正 为 零 。 于 是 只 要 确定 了 S， 最 优 
控制 率 & 7” 就 可 由 式 (6-20) 求 出 ， 即 
u”=-R'B'Sx (6-21) 
从 式 (6-17) 和 式 (6-18) 消去 k， 有 


(R-'B'S)'R(R-'B'S) =S +A'S+SA+0Q 
化 简 及 移 项 后 有 





S -SBR-IBIS-47S-S4 -0 (6-22) 

注意 ， 式 (6-22) 就 是 《最 优 控制 理论 》 中 提 到 的 黎 卡 提 (Riccati) 矩阵 方程 式 。 为 

了 求解 出 式 (6-21) 的 最 优 控制 律 w”， 必 须 先 求解 式 (6-22) 黎 卡 提 (Riccati) 矩阵 方程 
中 的 S。 





第 四 节 ”线性 二 次 型 最 优 控制 系统 的 设计 


常见 的 线性 二 次 型 最 优 控制 分 为 两 类 ， 即 调节 器 和 伺服 器 。 它 们 已 在 实际 中 得 到 了 广泛 
的 应 用 。 下 面 不 加 证 明 地 给 出 三 种 最 常用 的 典型 系统 最 优 控制 的 设计 方法 。 

一 、 最 优 状态 调节 器 

状态 调节 器 的 最 优 控制 ， 只 对 系统 的 状态 提出 性 能 要 求 。 当 系统 受到 干扰 ， 状 态 偏离 了 
原来 的 平衡 位 置 时 ， 要 求 产 生 一 控制 作用 使 系统 的 状态 回 到 原来 的 状态 或 原状 态 附 近 ， 并 使 
要 求 的 性 能 指标 有 极 小 值 。 例 如 ， 电 动机 转速 控制 系统 ， 电 动机 原 运 行 在 1000rad/min。 当 
增加 负载 后 其 转速 下 降 至 980rad/min， 应 如 何 设计 控制 器 使 电动 机 的 转速 从 i 时刻 起 到 
时 刻 止 ， 又 回 到 1000rad/min， 并 满足 某 种 目标 为 最 优 。 

状态 调节 器 又 分 为 “有 限时 间 ” 和 “无 限时 间 ” 调 节 器 两 种 。 

1. 有 限时 间 状 态 调节 器 

若 被 控 对 象 是 线性 时 变 ， 当 性 能 指标 式 (6-5) 中 的 终 值 时 间 4 为 有 限 值 时 ， 这 种 状态 
调节 器 称 为 有 限时 间 状 态 调 节 器 。 
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有 限时 间 的 状态 调节 器 ， 要 求 系统 在 有 限时 间 内 稳 态 误差 、 暂 态 误差 和 消耗 的 控制 能 量 
都 要 小 ， 其 最 优 解 有 如 下 结论 。 
(1) 线性 时 变 系统 状态 方程 
ty a 琶 (623) 
式 中 ， 相 关 算 阵 的 定义 及 维 数 与 式 6-4) 相同 。 
(2) 二 次 型 性 能 指标 
1 = (sx) + Tf Lx (0D) tu (ROOuD) J (624) 
(3) 最 优 控制 率 





2 (t) = 一 尼 - (人 及 (已 X(D) (6-25) 
= —K(t)x(t) 
式 中 ，K(1) =R-1(1)B" (1)P(1); P(t) 为 nxn 维 对称 非 负 定 和 矩阵 ， 是 下 式 黎 卡 提 (Riccati) 
矩阵 微分 方程 式 
P(i)=P(i)B()R (i)B' (I) P(t) -PCD4(D -47(CD)P(D -Q(01) (6-26) 
和 边界 条 件 





P(i,)=S (6-27) 
的 解 。 
(4) 最 优 性 能 
J = (0) P(x(i) (6-28) 
(5) 最 优 状态 轨迹 曲线 x* (1) 
x* (4) 是 下 式 线性 向 量 微分 方程 
£1) =[4(D) BOR BT PG) Jx(t); x(t) =x, (6-29) 


的 解 。 
图 6-1 为 有 限时 间 最 优 状 态 调节 天 的 结构 图 。 











BD 





























图 6-1 有 限时 间 最 优 状态 系统 图 


说 明 : 

(1) 最 优 控制 器 是 状态 反馈 形式 ， 具 有 时 变性 。 应 用 时 ， 先 离线 计算 出 K(1) =R- (1) 
B"(1)P(i) 值 , 并 存储 在 计算 机 中 。 系 统 运行 过 程 中 ， 从 存储 器 取出 , 并 与 同一 时 刻 测 量 到 
的 x(t) 相 习 , 构成 控制 量 。 可 见 ， 当 系统 较 复杂 时 ， 需 要 的 存储 量 大 ， 不 利于 工程 应 用 。 

(2) 大 系统 是 线性 定常 时 ， 有 限时 间 状 态 调节 器 的 有 关 绪论 可 以 仿照 上 面 线性 时 变 系 
统 的 相关 结论 得 出 。 即 对 于 线性 定常 系统 
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X(t)=Ax(t) +Bu(t); x(ty) =xo (6-30) 
使 性 能 指标 式 (6-23) 最 小 的 最 优 控制 率 为 
u’ (1t)= -RB'P(t)x(t) (6-31) 
= —K(t)x(t) 
式 中 ，K(1) =R-1B"P(i)。 其 中 ，P(i) 是 黎 卡 提 (Riccati) 方程 式 
P(i)=P(i)BR- BP(t) _P(i)A -AP(1)-0O (6-32) 
和 终端 条 件 式 
P(i,)=5 (6-33) 





的 解 。 可 见 ， 对 于 被 控 对 象 是 线性 定常 的 有 限时 间 状态 调节 器 ， 其 最 优 反馈 控制 率 仍 是 时 
变 的 。 
系统 的 最 优 性 能 
J" -rr(o)P(o)z(t) (6.34) 


2. 无 限时 间 状 态 调节 器 
当 终 端 时 刻 为 无 穷 ，tj 一 ww ， 系 统 及 性 能 指标 中 的 各 和 抢 阵 均 为 常 值 矩 阵 时 ， 则 这 种 状态 
调节 上 需 称 为 无 限时 间 状 态 调节 央 。 
无 限时 间 状 态 调 节 器 的 最 优 解 ， 是 一 状态 反馈 形式 ， 而 且 增 益 和 矩阵 是 常数 和 矩阵， 要 注意 
的 是 ， 系 统 必 须 完全 能 控 。 有 如 下 一 些 主要 绪 
(1) 完全 能 控 的 线性 定常 系统 
X(t)=Ax(t) +Bu(t), x(td) =%o (6-35) 





(2) 性 能 指标 
由 于 这 种 情况 下 ， 系 统 的 终端 状态 总 是 被 要 求 达到 某 一 平衡 状态 ， 所 以 , 式 (6-5) 性 
能 指标 中 的 第 一 项 为 “0”, 即 


J = [x"()Qx(0) +u (0) Ru(t) Jd | 
(3) 最 优 控制 率 
u(t)= -RB'Px(t) (6-37) 
= -Kx(t) 
式 中 , K=R BP; P 了 是 nxn 维 正 定 对 称 的 常数 矩阵， 是 黎 卡 提 (Riccati) 代数 方程 
PBR'B'P-PA-A'P-Q=0 (6-38) 
的 解 。 
(4) 最 优 性 能 指标 
J = 地 (0) "Pr RO 


(5) 最 优 状 态 轨迹 
最 优 状 态 轨迹 x* (i) 是 下 式 线性 向 量 微分 方程 
X(t)=[A-BR 'B'P]xX(t), x(ty) =%o (6-40) 
的 解 。 
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例 6-1 已 知 系统 
xX(1)=Ax(i) +hbu(i), x(0)= 上 


41 0 1 0 
xx- 人 4 中 
性 能 指标 
J = 了 je + 2bxix, +ax? + wu )dt 
求 最 优 控 制 率 wu" (1) 和 最 优 性 能 J 。 


解 ” 本 例题 属 线性 定常 系统 无 限时 间 最 优 状态 调节 器 的 问题 。 
(1) 判断 系统 的 能 控 性 


0 1 
rank[ B 48] =mank | S| 


系统 完全 能 控 ， 最 优 控制 存在 且 唯一 。 
(2) 由 性 能 指标 ， 求 出 加 权 甜 阵 





| 


fe 
J = ql + 2bxix, + ax; +u )dt = 区 


8 


{e of je 
b a/\x, 


加 权 和 矩阵 为 


当 a >b 时 ， Q 正定 。 
(3) 解 黎 卡 提 (Riccati) 代数 方程 ， 求 矩阵 己 


全 P-| 全 | 代入 可 上 旨 (Rieean 他 和 


Pi P22 





PBR-'B'P-PA-A'P-QO=0 
由 oo or 辣 吕 了 | a 由 二 |- "]-( 
ps pah\l py py) pp pyl0 0) \1 Op, pm \b a) \0 0 
展开 上 式 ， 可 得 代数 方程 组 
pp =1 


-Pu +puprw -=0 

—2p1 + py -a=0 
求解 代数 方程 组 ， 并 取 正 解 
pp=1，po=wVao+2pp，DPii= Va+2-b 





于 是 有 


(4) 最 优 控制 率 
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由 式 〈6-38 ) ， 最 优 控制 率 


pu Pr\/% 
uw” = -RIB'Pr = -1(0 "| " | 罗 
Pi PP / 八 %2 


一 一 PbpXl 一 Po2X2 
=%i 一 Va +2x, 
(5) 最 优 性 能 
_ 11 12 /0 
J =3x"(0) Px(0) = 了 (0 yh = j=0 Sp2y 


ps Py\l 
(6) 最 优 系统 结构 图 如 图 6-2 所 示 。 











at+2 














和 6-2” 例 6-1 最 优 系统 结构 图 








二 、 最 优 输出 调节 器 
输出 调节 融 的 最 优 控制 问题 ， 只 考虑 对 系统 的 输出 提出 性 能 要 求 ， 即 当 系 统 受 到 干扰 侦 





离 了 原来 的 平衡 状态 时 ， 要求 产生 一 控制 量 使 系统 的 输出 回 到 原来 的 状态 或 原状 态 附 近 ， 并 
使 性 能 指标 有 极 值 。 同 样 ， 和 输出 调节 带 也 分 为 “有 限时 间 ” 和 “无 限时 间 ” 两 种 。 实 际 上 ， 
所 有 对 状态 调节 融 的 相关 结论 都 可 以 推广 到 输出 调节 顺 。 





1. 有 限时 间 输 出 调节 器 
(1) 被 控 对 象 数 学 模型 
完全 能 控 能 观测 的 线性 时 变 系 统 
1 (1t) =A(t)x(t) +B(t)u(t), x(to) =xo 


(6-41) 
y(t) =C(i)x(i) 


式 中 ， 相 关 和 矩阵 的 定义 及 维 数 与 式 (6-4) 相同 。 


(2) 性 能 指标 
33" (1) Sy(1) + | [Ly (0)y0) + u(t)R( u(t) dt (6-42) 


(3) 最 优 控 制 u* (已 
为 了 利用 前 述 状态 调节 右 的 结论 求 最 优 控制 uw” (1)， 输出 方程 代入 性 能 指标 式 


(6-42) ， 有 


1 ys T 
J = 5x (CH) SC Xs) + (6-43) 


| [x (CD CD) + (Ru Jd 
观察 式 (6-43) 可 见 ， 与 有 限时 间 状态 调节 器 的 性 能 指标 相 比 ， 式 (6-43) 只 是 用 
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“Cr)SC()” 代 蔡 式 (6-23) 中 的 “$S" ，“C (DO(CDC(DD” 代 替 式 (6-24) 中 的 
“CD 。 

所 以 ， 只 要 CY(t)SC(4y) 和 C(t)Q(t)C(t) 是 正定 对 称 矩 阵 ， 输 出 调节 融 的 问题 实际 
上 就 是 状态 调节 器 的 问题 。 上 面 关 于 最 优 状 态 调 节 器 的 相关 结论 就 可 以 方便 地 “移植 ”过 
来 。 所 以 ， 使 性 能 指标 式 (6-43) 最 小 的 输出 调节 器 最 优 控制 率 为 

2 (t = -R(t)B'(t)P()x(t) (6-44) 
= —K(t)x(t) 
式 中 ，K(1) =R-1(t)B"(1)P(t); P(t) 是 黎 卡 提 (Riccati) 矩阵 微分 方程 


P(t) =P(CDBCDR- (WD)B (PL) -Pi)A() -A PC) -C(t)Q() CO) 





(6-45) 
及 边界 条 件 
P(5) =C (1)SC(s,) (6-46) 
的 解 。 
(4) 性 能 指标 
1 =F (4)P(i) x(n) (6-47) 
(5) 最 优 状 态 轨 迹 x* (1) 
x (四 是 下 式 线 性 向 量 微分 方程 
T(t)=[A(t) -BOOR (HB (P(t) Jx(t), x(to)=%0 (6-48) 


的 解 。 
2. 无 限时 间 输 出 调节 器 
如 果 终 端 时 刻 为 无 穷 ，t 一 ww ， 系 统 及 性 能 指标 中 的 各 和 矩阵 均 为 常 值 矩 阵 ， 则 称 为 无 限 
时 间 输 出 调节 器 。 
(1) 能 控 能 观测 的 线性 定常 系统 





1 =Ax(t) + Bu(t), w(to) =%o (6-49) 
y(t) =Cx(1) 
式 中 , 相关 和 矩阵 的 维 数 与 式 (6-4) 相同 。 
(2) 性 能 指标 
J = ul [y (1) Qy(1) + u(t) Ru(t) Jdt We 


式 中 ，Q@ >0，R >0, 上 且 均 为 常 值 对称 和 矩阵 。 

(3) 最 优 控制 

类 似 地 ， 上 面 关 于 无 限时 间 状 态 调 节 吉 的 相关 结论 “移植 ”过 来 ， 就 可 得 到 无 限时 间 
输出 调节 器 的 相关 结论 


2 (1) = -及 -Pr 人 (ti) (6-51) 
式 中 , 书 是 如 下 黎 卡 提 (Riccati) 代数 方程 
PBR TDP-P4-4P-CIOC=0 (6-52 ) 


的 解 。 
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要 = (加 ) Pr(i) (6-53) 


(4) 最 优 性 能 指标 


(5) 最 优 状 态 轨 迹 x* (1) 
xx” (四 是 下 式 线性 向 量 微分 方程 
X(t)=[A-BR BP]xX(t), x(ty) =%o (6-54) 
的 解 。 
例 6-2 已 知 系统 状态 空间 式 及 性 能 指 村 


0 oa 


(D) =(1 0)z() 

J = 于 [CD +we(D]d 
求 最 优 输出 调节 器 。 
解 ” (1) 判定 系统 能 控 能 观测 性 


0 1 
rank(b 4b) =mnk | | 


C 1 0 
rank = rank 三 之 
cA 0 1 


系统 具有 能 控 能 观测 性 ， 无 限时 间 输 出 调节 咒 存 在 且 唯 一 。 
(2) 由 性 能 指标 有 





今 P= 加 "| 
Di P22 
由 黎 卡 提 (Riccati) 代数 方程 
PA+A'P-PbRi'bD'P+e'OQc=0 


得 区 


(4) 最 优 控 制 u* (1) 
由 式 (6-51) 有 
u’* (1) = -Rb'Px(t) = -x (t) -V2x,(t) = -y(t) -V2x, (1) 
三 、 最 优 输出 跟踪 器 
最 优 输出 跟踪 的 控制 问题 是 ， 寻 求 最 优 控 制 率 u" (1;)， 使 系统 的 实际 输出 y(i) 在 给 定 
的 时 间 内 跟踪 某 个 指定 的 y” (i) 或 未 知 的 输入 函数 ， 并 使 性 能 指标 最 小 。 
最 优 输出 跟 踊 的 控制 问题 同样 可 分 为 有 限时 间 最 优 输出 跟踪 和 无 限时 间 最 优 输 出 跟踪 的 


问题 。 
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1. 有 限时 间 输 出 跟踪 问题 
(1) 能 观测 的 线性 时 变 系 统 


ee， =A(t)x(t) +B(I)u(t), Xi) =%0 (6.55) 
y(t) =C()x(t) 
设 普 维 的 y》 (7) 为 系统 的 期 望 跟踪 输出 ， 定 义 误差 向 量 

e(t) = (1) -y(t) (6-56) 


(2) 性 能 指标 
J = Fe (se) + 了 | (ee) tu WROD (657) 
式 中 ,，S、Q(i) 和 R(i) 均 为 相对 应 的 正定 对 称 矩 阵 。 
(3) 最 优 控制 率 * (1) 
终端 时 间 ;= 六 时 ， 使 性 能 指标 式 (6-57) 为 最 小 值 的 最 优 控制 率 
ui (DO = RD)B' (LP)x() -g(0) ] (6-58) 
式 (6-58) 中 ,P(t) 是 如 下 黎 卡 提 (Riccati) 矩阵 微分 方程 


P(t) =P(CD)B(CD)R- (IB (PL) -P(AG) -A (PL) -C(t)Q() CO) 





(6-59) 
及 终端 边界 条 件 
P(1) =C"(1)SC(,) (6-60) 
的 解 。 
式 (6-58) 中 ,g(1) 为 n 维 向 量 ， 是 如 下 向 量 微 分 方程 
& CD =[B(OOR (DB (DP) -A Tg() -CDO00D7 (0 (6-61) 
及 边界 条 件 
g(1) =C"(1)Sy" (4) (6-62) 
的 解 。 
(4) 最 优 性 能 指标 
T= (i) P(X) -gr(o)z(to) tpi) (6-63) 
式 中 ，g(1) 是 如 下 方程 
2(D = -于 [DOr(De(D -er(DBCOR CDBT(DOg(D] (6-64) 
及 边界 条 件 
2(D) = (9° (1) ) "Sy" (0 (6-65) 
的 解 。 





(5) 最 优 状 态 轨迹 线 x “(1) 
x “(1t) 是 下 式 线性 向 量 微分 方程 
T(t) =[A(t) -BOGOR (EB (PCG) Jx(it) +B(R (Bg(t), (ts) = 和 
(6-66) 
的 解 。 
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2. 无 限时 间 跟 踪 器 问题 


当 终 端 时 刻 为 无 穷 (tj 一 % ) ， 系 统 及 性 能 指标 中 的 各 矩阵 均 为 常 值 矩阵 ， 则 这 种 输出 


跟 踊 带 称 为 无 限时 间 跟 踪 右 问题 。 


这 类 跟踪 右 问 题 ， 目 前 还 没有 严格 的 求解 方法 。 有 关 文 献 指出 ， 当 理想 输出 为 常 值 向 量 


时 ， 工 程 上 可 应 用 下 面 的 近似 结 
(1) 能 控 能 观测 的 线性 定常 系统 
X(t)=Ax(i) +Bu(i), x(io) =%o 
y(t) =Cx(i) 
(2) 性 能 指标 
站 二 | [et) Qel) Pn Rt 


式 中 ,，e(1) = (1) -y(t); Q、R 为 对 称 正定 常 值 矩 阵 。 
(3) 使 性 能 指标 式 (6-68) 最 小 的 最 优 控 制 为 
u’ (1t)= -RB'Px(t)+R'B'g 
式 中 , P 了 是 歼 卡 提 (Riccati) 代数 方程 
PBR-'B'P-PA-A'P-C'OC=0 
的 解 。 
g(i) 为 n 维 癌 量 ， 是 如 下 癌 量 微分 方程 
g(t) =[PBR -DB -4 CO (1) 





的 解 。 
(4) 近似 最 优 状态 轨迹 线 x (1) 
x (办 是 下 式 线性 向 量 微分 方程 
T(t)=[A-BR'B'PIxX(t) +BR 'Bg 
及 初始 条 件 


x(to) =%0 


的 解 。 


习题 





6-1 什么 是 最 优 控制 ? 目前 处 理 最 优 控制 的 方法 有 几 种 ? 它们 之 间 有 什么 不 同 ? 














6-2 ”线性 系统 的 二 次 型 最 优 控制 的 基本 原理 是 什么 ? 
6-3 ”二 次 型 性 能 指标 有 何 工程 含义 ? 指标 中 的 加 权 和 矩阵 有 何 物理 意义 ? 








6-4 线性 系统 的 二 次 型 最 优 控制 问题 分 为 几 种 类 型 ? 是 根据 什么 划分 的 ? 




















6-5 ”为 什么 说 二 次 型 最 优 控制 最 具有 工程 实用 性 


6-6 已 知 系统 状态 方程 
oo 
于 三 十 
0 0 1 


1= 0) + wl) Jd 





i 





(6-67) 


(6-68) 


(6-69) 


(6-70) 


(6-71) 


(6-72) 


(6-73) 
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设计 状态 调节 需 ， 使 性 能 指标 具有 最 小 值 。 


6-7 已 知 系统 方程 
ok 
X= 十 
0 0 1 


y= (1 0 








性 能 指标 


| [y+ wn) jd 


0 


上 | 一 


设计 输出 调节 需 ， 使 性 能 指标 具有 最 小 值 。 
6-8 已 知 系统 方程 





x 1 三) 
xX,=4u(t) 
y(t)=(1 0)x 





性 能 指标 


7= [0 -70 + ]d 
设计 输出 跟踪 器 ， 使 性 能 指标 具有 最 小 值 。 








第 (t)(% 





工程 应 用 实例 








工程 设计 中 应 用 现代 控制 理论 最 广泛 的 是 线性 系统 的 状态 空间 综合 方法 ， 也 就 是 状态 反 
馈 与 状态 观测 器 的 方法 。 本 章 通 过 三 个 工程 实例 予以 说 明 状 态 空间 分 析 方 法 的 具体 应 用 。 


第 一 节 ” 单 倒立 摆 控 制 系统 的 状态 空间 设计 


许多 工业 工程 和 军事 工程 中 的 运动 控制 系统 ， 其 控制 思路 和 方法 均 来 自 于 倒立 摆 的 控制 
机 理 。 例 如 ， 工 业 机 器 人 行走 的 平 衔 控 制 、 海 详 钻井 平台 的 稳定 控制 、 火 箭 发 射 器 的 垂直 控 
制 和 飞行 器 飞行 的 姿态 控制 等 。 

单 倒立 摆 系 统 的 原理 图 ， 如 图 7-1 所 示 。 设 摆 的 长 度 为 L、 质 量 为 m， 用 贸 链 安装 在 质 
量 为 的 小 车 上 。 小 车 由 一 台 直 流 电动 机 拖 动 ， 在 水 平方 向 对 小 车 施加 控制 力 w， 相 对 参考 
系 产生 位 移 z。 若 不 给 小 车 施加 控制 力 ， 则 倒立 摆 会 向 左 或 
向 右倾 倒 ， 因 此 ， 它 是 一 个 不 稳定 系统 。 控 制 的 目的 是 ， 当 
倒立 摆 无 论 出 现 向 左 或 向 右倾 倒 时 ， 通 过 控制 直流 电动 机 ， 
使 小 车 在 水 平方 向 运动 ， 将 倒立 摆 保 持 在 垂直 位 置 上 。 

一 、 倒 立 摆 的 状态 空间 方程 

为 简化 问题 ， 工 程 上 往往 忽略 一 些 次 要 因素 。 本 例 中 ， 
忽略 摆 杆 质量 、 执 行 电动 机 惯性 以 及 摆 轴 、 轮 轴 、 轮 与 接触 ”图 7-1 单 倒立 摆 系 统 的 原理 图 
面 之 间 的 摩擦 及 风力 。 设 小 车 瞬时 位 置 为 z,， 倒立 摆 出 现 的 
偏 角 为 9， 则 摆 心 瞬时 位 置 为 (z+ /sing) 。 在 控制 力 v 的 作用 下 ， 小 车 及 摆 均 产生 加 速 运 
动 ， 根 据 牛 顿 第 二 定律 ， ee 性 力 应 与 控制 力 平衡 ， 则 有 

d2z 


+m ey +lsin0) = 
de? de 
































即 


(M+m)z+ml gcosg - ml 0 2sing = (7-1) 
由 于 绕 摆 轴 旋 转运 动 的 惯性 力矩 应 与 重 力矩 平衡， 因而 有 


四 i + lsing) 区 =7nglsing 
1 
即 


zcosg +1 gcos26 一 !/ 0 “singcosb = gsing (7-2 ) 
式 (7-1)、 式 (7-2) 两 个 方程 都 是 非 线 性 方程 ， 需 作 线 性 化 处 理 。 由 于 控制 的 目的 是 
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保持 倒立 摆 直 立 ， 因 此 ， 在 施加 合适 的 条 件 下 ， 可 认为 9、9 均 接近 零 ， 此 时 sing= 0， 


cos0 宇 ]， 且 可 忽略 0 20 项 ， 于 是 有 





(M+m)z+ml 0=u (7-3) 
z+10=g0 (7-4) 
联 立 求解 式 (7-3)、 式 (7-4)， 可 得 
Be (7-5) 
M M 
te (7-6) 
MI MI 


消去 中 间 变 量 9， 可 得 到 输入 量 为 uw、 输 出 量 为 z 的 系统 微分 方程 为 
(M+m)g-_1. 如 
一 = 一 以 一 (7-7 ) 


(4) 
总 = Uu 
MI! M MI 





选取 小 车 的 位 移 z 及 其 速度 z 、 扫 的 角 位 置 9 及 其 角速度 9 作为 状态 变量 ，z 为 输出 变 
| d > 
量 ， 并 考虑 恒等式 z= >， 一 9= 9 及 式 (7-5)、 式 7-6)， 可 列 出 系统 的 状态 空间 表达 
式 为 








0 1 0 0 0 
1 
0 0 TE 0 人 
M M 
站 汉 X 十 u (7-8a) 
0 0 0 1 0 
M 1 
i 1 
MI MI! 
y=(1 0 0 0)x (7-8b) 


式 中 
x=(z 2 0 0 )7 
假定 系统 参数 =1kg，m =0. 1kg, 1=1m，g =9. 81m/s* ， 则 状态 方程 中 参数 矩阵 为 


0 1 0 0 0 
0 0 =1 0 1 
A= ,b = ,C=(1 0 0 0) (7-9) 
0 0 0 1 0 
0 0 11 0 -1 


二 、 被 控 对 象 特性 分 析 
作为 被 控制 的 倒立 摆 ， 当 它 向 左 或 向 右倾 倒 时 ， 能 和 否 通过 控制 作用 使 它 回复 到 原 直 立 位 
置 ? 这 须 首 先进 行 其 能 控 性 的 分 析 。 
1. 能 控 性 分 析 
根据 能 控 性 的 秩 判 据 ， 并 把 式 (7-9) 的 有 关 数 值 代入 该 判 据 ， 可 得 
rankM =rank(b Ab A’bp 4355) =4 (7-10) 





WE 


因此 ， 单 倒立 摆 的 运动 状态 是 可 控 的 。 换 句 话 说， 这 意味 着 总 存在 一 控制 作用 vv， 将 非 零 状 
态 x 转移 至 零 。 

2. 稳定 性 分 析 

由 单 倒立 摆 系 统 的 状态 方程 ， 可 求 出 其 特征 方程 

I -Al=XR(R-11)=0 (7-11) 

解 得 特征 值 为 0，0，V1il，- Vil1。4 个 特征 值 中 存在 一 个 正 根 ， 两 个 零 根 ， 这 说 明 单 倒立 
摆 系统 ， 即 被 控 系 统 是 不 稳定 的 ， 须 对 被 控 系 统 进 行 反馈 综合 ， 使 4 个 特征 值 全 部 位 于 根 平 
面 * 左 半边 的 适当 位 置 ， 以 满足 系统 的 稳定 工作 并 达到 良好 动 、 静 态 性 能 的 要 求 。 

三 、 单 倒立 摆 系 统 的 综合 


采用 全 状态 反馈 。 取 状态 变量 z=、2 、0、9 为 反馈 信号 ， 状 态 反 馈 控 制 规律 为 


























u=v kx (7-12) 
设 k= (ko ki 如 ks ) 
式 中 , 太 ~ 及 分 别 为 z，2 ，9，6 反馈 至 参考 输入 v 的 增益 。 则 闭环 控制 系统 的 状态 方程 为 
X=(A-pbk)x+bv (7-13) 


其 特征 多 项 式 为 
A- (A-bE)L =A+B ER+b bl) -10k 4- 10k, (7-14) 
采用 极点 配置 的 综合 方法 。 设 希望 闭环 极点 位 置 为 -1，-2，-1+ 上 j， 则 闭环 控制 系统 的 期 
望 特征 多 项 式 为 
(A+1)(A+2) (4+1 -j)(A+1l +j)=W +S5NP +10R +104+4 (7-15) 
令 式 (7-14) 与 式 (7-15) 右边 同 次 项 的 系数 相等 ， 可 求 得 
有 = -0.4,k = -1,k= -21.4,k= -6 
状态 反馈 系统 结构 如 图 7-2 所 示 。 
































图 7-2 单 倒立 摆 全 状态 反馈 系统 结构 医 


全 状态 反馈 为 稳定 闭环 系统 ， 当 参考 输入 v 为 零 时 ， 状 态 向 量 在 初始 扰动 下 的 响应 将 渐 
近 地 衰 减 至 零 ， 这 时 摆 杆 和 小 车 都 会 回 到 它 的 初始 位 置 ， 即 0=0,，z=0。 如 果 不 把 4 个 状态 
变量 全 用 作 反 馈 ， 该 系统 则 不 能 稳定 ， 例 如 令 和 ~ 的 任何 一 个 系数 为 零 时 ， 式 (7-14) 
所 示 特 征 多 项 式 或 是 缺 项 ， 或 是 系数 值 小 于 零 ， 由 稳定 的 代数 判 据 可 以 看 出 ， 不 满足 系统 稳 
定 的 必要 条 件 。 

四 、 全 维 状态 观测 器 设计 


为 实现 单 倒立 摆 控制 系统 的 全 状态 反馈 ， 必 须 获取 系统 的 全 部 状态 ， 即 9、09 、z、: 的 
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言 息 。 因 此 ， 需 要 设置 测量 6、6 、z、: 的 4 个 传感器 。 正 如 第 五 章 第 四 节 所 指出 的 ， 往 往 在 
一 实际 的 工程 系统 中 并 不 是 所 有 的 状态 信息 都 能 检测 到 ， 或 者 ， 虽 有 些 可 以 检 则 ， 但 也 可 能 由 于 
检测 装置 昂贵 或 安装 上 的 困难 造成 实际 上 难于 获取 信号 ， 从 而 使 状态 反馈 在 实际 中 难于 实现 ， 其 
至 不 可 能 实现 。 在 这 种 情况 下 可 设计 全 维 状态 观测 器 ， 解 决 全 状态 反馈 的 实现 问题 。 

状态 观测 器 设计 前 ， 先 要 对 被 控 对 象 的 状态 作 能 观测 性 的 判定 。 由 能 观测 秩 判 据 ， 并 把 
式 (7-9) 的 有 关 数 值 代入 该 判 据 ， 得 











rankN =rank(c A'c' (A')’c' (A')’ec')=4 (7-16) 
故 被 控 系 统 的 4 个 状态 均 是 可 观测 的 。 这 意味 着 ， 其 状态 可 由 一 全 维 (四维 ) 状态 观测 器 


给 出 估 值 。 
由 第 五 章 全 维 状 态 观 测 絮 的 动态 方程 为 


tt =(A-GC)F+Bu+Gy (7-17) 
式 中 
C=(g 8 g 83)" 
全 维 状 态 观测 需 以 G 配置 极点 ,决定 状态 癌 量 估 计 误 差 衰 减 的 速率 。 
全 维 状 态 观 测 器 的 特征 多 项 式 为 
[M1-(A4-GC)Il=X +gN +(g -ll)R+( -lle -eg)A+( -lle -ge) (7-18) 
设 状 态 观 测 器 的 希望 闭环 极点 为 -2，-3，-2+jl ( 比 状态 反馈 系统 的 希望 闭环 极点 
离 虚 轴 较 远 ) ， 则 期 望 特征 多 项 式 为 
(A+2) (A+3)(A+2+j) (4+2-j) = +9N +31R +49A4+30 (7-19) 
令 式 (7-18) 与 式 (7-19) 同 次 项 的 系数 相等 ， 可 求 得 
g0 =9,81 =42,2, = -148,5; = -492 
用 全 维 状 态 观 测 右 实现 状态 反馈 的 结构 图 如 图 7-3 所 示 。 由 于 最 靠近 虚 轴 的 希望 闭环 极 
点 为 -2， 这 意味 着 任 一 状态 变量 估 值 误差 至 少 以 。 “规律 衰减 。 



































(M+tm)g 


全 维 观测 器 部 分 MI 











图 7-3 全 维 状态 观测 顺 实 现状 态 反 馈 的 结构 图 





五 、 降 维 观测 器 设计 
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由 于 本 系统 中 的 小 车 位 移 z， 可 由 输出 传感器 测量 ， 因 而 实际 中 无 需 佑 计 ， 可 以 设计 降 
维 〈 三 维 ) 状态 观测 器 。 通 过 重新 排列 被 控 系 统 状态 变量 的 次 序 ， 把 需 由 降 维 状 态 观 测 需 
估计 变量 与 输出 传感器 测 得 的 状态 变量 分 离开 ， 也 就 是 说 ， 将 z 作 为 第 四 个 状态 变量 ， 则 被 


控 系 统 的 状态 方程 和 输出 方程 变换 为 














0 -1 0:0 1 
意 | 亦 
本 | 用 0 0 1i0|9 0 
一 = 后 uU (7-20a) 
GI lo 1 0i0lg -1 
z 1 0 04;0 信 := 0 
0 
y=(0 0 0:1)| 8 (7-20b) 
2 
简 记 为 
Xl A A, Xl b, 
-| ri (7-21a) 
Xx, 让 A,, x, b, 
Bae 加 
式 中 y=y=(0 717)|_ (7-21b) 
2 
Z 0 -1 0 0 1 
xi=|01,4,=I0 0 11,4,=|01,s=| 0 
0 11 0 0 | 


x,=z=y,A» =[1 0 0],A4;» =0,b,=0,L =1 


被 控 系 统 的 (n -4) 维 子 系统 的 动态 方程 一 般 形式 为 


式 中 


v=Awy +biu a 2 = y -Ayy -bau 过 


z' 为 子 系统 输出 量 。 故 单 倒立 摆 三 维 子 系统 动态 方程 为 


(7-22) 


;= 
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z 0 -1 Oz 1 
ol=lo o 9 on (7-23a) 
0 11 0 -1 
z'=(1 0 0)| 2 (7-23b ) 
0 


对 该 子 系统 的 可 观测 性 进行 检查 ， 结 果 仍 可 观测 。 
降 维 状态 观测 需 动 态 方程 的 一 般 形式 为 
i = (4 -hhAy wtb hb ut[(An -44 有 4 (7224) 
X=w+hy (7-25) 
式 中 , h=(h。 hh,)"'。 考 虑 被 控 对 象 参 数 ， 单 倒立 摆 降 维 观 测 器 动态 方程 的 一 般 形 
式 为 











-h -1 0 1 -及 h 
w= -hh 0 lw+| 0 ltl -hh +h, ly (7-26) 
-h, 11 0 -1 —hh, +11h, 
ho 
t=w+lhily (7-27) 
h, 
降 维 状态 观测 器 特征 多 项 式 为 
LT-(4 -天 4)1= 开 + 太 玫 +(-11- 记 )2+(-117 -h,) (7-28) 
设 和 希望 的 观测 器 闭环 极点 为 -3，-2+ 上 j， 则 期 望 特征 多 项 式 为 
(A+3)(A+2+j)(A+2-j) = 玫 +7 和 2 +17A+15 (7-29 ) 


令 式 (7-28) 与 式 (7-29) 同 次 项 的 系数 相等 ， 可 求 得 
hy =7,h, = -28,h, = -92 
故 所 求 的 降 维 状 态 观 测 器 的 动态 方程 为 


-7 -1 0 1 = 2 
凡 =|28 0 1w+rlo je+llo4 |y (7-30) 
92 11 0 -1 336 


古国 下 的 -28 |- (7-31) 
X = = 十 _92 y 加 


用 降 维 状 态 观 测 絮 实现 状态 反馈 的 单 倒立 摆 系 统 结构 图 如 图 7-4 所 示 。 该 降 维 状态 观测 
器 将 连续 地 提供 状态 向 量 佑 值 ， 其 估 值 误差 至 少 以 e “规律 衰减 。 
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状态 反馈 部 分 
降 维 观测 器 部 分 























图 7-4 ”用 降 维 观 测 器 实现 状态 反馈 的 单 倒立 摆 系 统 结 构图 








第 二 节 ”大 型 桥 式 起 重 机 行车 控制 系统 的 状态 空间 设计 


在 工厂 企业 中 ， 桥 式 起 重 机 是 一 种 普遍 使 用 的 起 重 、 运 输 设备 。 图 7-5 为 大 型 工厂 中 使 
用 的 桥 式 起 重 机 (又 称 行车 ) 工作 示意 图 。 在 车 间 | 
的 两 边 墙 体 上 ， 架 设 有 一 桥架 (轨道)， 桥 架 可 在 车 。 年- 全 2 和 
间 上 方 的 两 边 前 后 运动 。 桥 架 上 有 一 起 重 机 ， 该 起 | 
重 机 在 直流 电动 机 的 驱动 下 可 在 桥架 上 作 水 平 运动 ， 
起 重 机 上 系 有 一 钢 绳 ， 绳 索 下 端 有 一 承 吊 重 物 的 员 
钩 ， 吊 钩 ( 含 重 物 ) 可 作 上 下 运动 。 一 般 情 况 下 ， 
起 重 机 首先 将 重 物 从 地 面 上 吊 至 一 个 预先 规定 的 位 
置 (高 度 ) ， 然 后 再 送 至 某 个 对 象 的 上 方 ， 最 后 将 负 
载 在 一 个 确定 的 位 置 上 卸 下 ， 在 实际 中 ， 上 述 三 步 
并 不 总 是 分 开 进行 的 。 

一 、 起 重 机 系统 的 状态 空间 方程 图 7-5 ” 桥 式 起 重 机 工作 示意 图 

起 重 机 系统 的 状态 空间 运动 方程 ， 包 括 起 重 机 - 吊 钩 装 置 和 驱动 起 重 机 装置 的 动力 学 方 
程 。 为 了 分 析 方 便 ， 起 重 机 的 工作 过 程 均 在 由 s 轴 与 y 轴 构 成 的 平面 和 由 s 轴 与 z 轴 构 成 的 
平面 中 进行 讨论 。 

这 种 情况 下 ,将 重 物 从 地 面 上 帅 至 一 个 预先 规定 的 位 置 ， 视 为 改变 z,， 然 后 再 送 至 某 个 
对 象 的 上 方 视 为 改变 s,， 将 负载 在 一 个 确定 的 位 置 上 秃 下 ， 视 为 青 次 改变 zx。 

图 7-5 中 , 点 4 表示 运行 在 桥架 上 的 起 重 机 ， 其 中 ，s, 为 起 重 机 在 s 轴 上 的 坐标 〈s 关 0， 
z =0); mi 为 小 车 质量 ; F 为 作用 在 小 车 上 由 了 驱动 电动 机 产生 的 水 平 驱动 力 ; p 为 由 吊 钩 
与 负载 (下 简称 帅 钓 ) 产生 并 作用 在 小 车 上 的 绳索 拉力 。 





小 车 














cry 1 桥架 (轨道 ) 
DT 








立刻 
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点 了 表示 吊 钩 ，se 、zz 分 别 为 吊 钩 在 * 轴 、z 轴 上 的 坐标 ，m 为 吊 钧 的 质量 ; 1 为 绳索 
长 度 、9 为 绳索 同 垂直 方向 之 间 的 夹 角 ( 摆 角 ) 。 

实现 起 重 机 的 上 述 动作 控制 时 ， 常 常会 遇 到 这 样 一 些 问题 : 由 于 起 重 机 在 * 轴 方 向 上 的 
起 动 与 制 动 ， 会 使 吊 钓 出 现 不 希望 的 摆动 (这 种 摆动 系 通过 0 角 的 变化 与 大 小 来 反映 ) ; 由 
于 系统 阻尼 通常 很 小 ， 将 使 这 种 摆动 的 衰减 变 得 十 分 缓慢 ， 从 而 增加 负载 上 吊 与 下 全 时 的 困 
难 与 时 间 。 由 于 起 重 机 的 传送 能 力 ， 即 工作 效率 在 很 大 程度 上 是 同上 吊 与 下 印 速 度 有 关 的 ， 
并 且 起 重 机 过 程 的 自动 化 又 将 同 此 速度 构成 一 个 有 机 的 整体 。 因 此 ， 如 何 借助 于 调节 手段 来 
避免 减弱 0 角 的 这 种 不 希望 的 摆动 ， 或 者 至 少将 其 限制 在 允许 的 范围 内 ， 这 就 是 在 控制 系统 
设计 时 需要 解决 的 问题 。 

为 简化 分 析 又 不 失 一 般 性 ， 下 面 将 起 重 机 工作 过 程 的 自动 调节 的 设计 任务 仅 限 于 : 对 驱 
动 起 重 机 的 电动 机 加 以 这 样 的 控制 ,使 起 重 机 在 s 轴 上 (y=0) 能 从 一 个 起 始 位 置 变 化 至 另 
一 个 事先 规定 的 位 置 ， 并 最 后 在 那里 准确 地 停 下 来 (届时, 负载 的 重量 与 绳索 长 度 均 保 持 
不 变 ， 即 系统 参数 可 视 为 常数 ) ， 同 时 要 求 整个 工作 过 程 中 有 良好 的 动态 特性 。 

1. 起 重 机 一 吊 钓 (机 械 ) 系统 的 动力 学 方程 

由 图 7-5 可 知 ， 超 重 机 与 吊 钧 在 平面 上 的 坐标 分 别 为 (% ，0) 和 (ss，zs)。 在 不 计 起 重 
机 与 桥架 (轨道 ) 之 间 摩 擦 力 的 情况 下 ， 起 重 机 在 水 平 (s 轴 ) 方向 上 的 作用 力 平 衡 方 程式 为 





























二 =F, +psing (7-32) 

对 于 吊 钩 ， 则 在 水 平 与 垂直 〈z 轴 ) 方向 上 的 作用 力 平衡 方程 式 为 
et (7-33) 
mpzg =mag 一 pcosg (7-34) 


式 中 ，g =9. 8m/s*， 为 重力 加 速度 。 
与 上 述 三 个 作用 力 平衡 方程 相对 应 ， 在 假定 绳索 长 度 /不 变 条 件 下 ， 由 图 7-5 还 可 得 出 
下 面 两 个 运动 学 方程 








sp =84 +lsing (7-35) 

zp =lcosO (7-36) 

为 消去 式 (7-32) ~ 式 (7-34) 中 的 中 间 变 量 (绳索 拉力 p), 可 将 式 (7-32) 、 式 
(7-33) 两 边 相 加 得 





二 十 三 =F, (7-37) 
与 此 同时 ,将 式 (7-33)、 式 (7-34) 两 边 分 别 乘 以 cosg 和 ( -sin6) 后 再 相 加 又 有 
ms one +mzs( — sing) = —psinbcosO + msg( — sing) -pcosb( -sing) 
= — mpgsin0 (7-38) 


由 此 , 式 (7-37)、 式 (7-38) 中 不 再 含 参数 p， 进 一 步 由 式 (7-35)、 式 (7-36) 又 可 分 


p= (8 + lsin0) =s1 +l( — sin x 9? + 0co0s0) (7-39) 


zp = i =/( -cosO x 90? Od) (7-40) 
最 后 ,将 式 (7-39) 、 式 (7-40) 代入 式 (7-37)、 式 (7-38) 后 可 得 
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(ma+msp) +mpl Boovl ed 0 ?sing=F, (7-41) 

ne +1 0cos0 -10 ?sing) cosO + mall 0 ?cosO +1 0sing) sin0 = ~ mpgsinO 
二 +10 +gsing =0 (7-42) 
至 此 ， 起 重 机 一 刷 钩 (机 械 ) 系统 可 由 式 (7-41) 、 式 〈7-42) 两 个 二 阶 非 线 性 微分 方 


程 给 予 描述 ， 显 然 ， 这 是 一 个 四 阶 动力 学 〈 子 ) 系统 。 
注 : 从 数学 角度 讲 ， 式 (7-42) 可 视 为 图 7-6“ 机 械 摆 ”对 应 的 二 阶 非 线性 微分 方程 来 描述 ， 这 是 因 























为 在 式 (7-42) 中 ， 当 假定 5, 的 位 置 回 定 不 变 〈 即 可 令 * =0) 时 可 得 























l 0 +gsing =0 (7-43) 
另 一 方面 ， 对 于 图 7-6 的 “机 械 摆 ”， 在 不 计 饺 链 摩擦 力 情况 下 ， 可 得 如 下 转移 平 衡 方 程 
mPg + (mgsing)!/ =0_0 十 Tsin =0 (7-44) 





显然 ， 此 式 与 式 (7-43) 相同 。 

由 于 式 (7-44) 对 于 任何 一 个 9 值 都 适用 ， 
因此 , 式 (7-41)、 式 (7-42) 同样 适用 于 描述 任 
意 的 9 值 ， 然而 ， 要 解析 求解 式 (7-41)、 式 
(7-42) 是 困难 的 ， 且 也 没有 必要 。 从 调节 技术 角 
度 来 说 ， 常 可 采用 某 种 调节 手段 , 使 9 角 的 变化 
(相对 于 稳 态 值 的 偏差 量 ) 控制 在 一 个 很 小 的 范围 
内 ,例如 3°， 在 此 前 提 下 ， 就 可 进行 如 下 近似 


处 理 ， 即 可 令 sin6 二 0，cos9 二 1 和 0 2sing ~=0, 由 
此 , 式 (7-41)、 式 (7-42) 就 可 分 别 写 为 


(ma tma)ss + mal 0=F, (7-45) 























图 7-6 “机 械 摆 ” 示 意图 


s+10+g0=0 (7-46) 
上 述 近 似 处 理 ， 亦 可 理解 为 此 系统 在 稳定 工作 点 附近 进行 线性 化 处 理 ， 由 此 得 到 的 式 
(7-45)、 式 (7-46) 便 可 以 认为 是 非 线性 方程 式 (7-41)、 式 (7-42) 相对 应 的 二 阶 线性 微 
分 (偏差 量 ) 方程 。 其 中 ，s, 可 理解 为 相对 于 稳 态 工作 点 的 位 置 偏差 量 ， 而 9 则 可 理解 为 
相对 垂直 方向 的 摆 角 偏差 量 ， 书 , 亦 应 理解 为 起 重 机 驱动 力 的 偏差 量 。 
2. 起 重 机 驱动 装置 的 运动 方程 
为 简化 分 析 ， 起 重 机 驱动 装置 的 运动 方程 ， 可 认为 是 一 阶 定常 线性 微分 方程 ， 即 











TF +P, =Ku, (7-47) 
式 中 KK 一 一 放大 倍数 (kN/s); 
7 一 一 时 间 常 数 〈s) ; 
ui 驱动 直流 电动 机 的 控制 电压 (V)。 
3. 起 重 机 系统 的 状态 空间 方程 
式 (7-45)、 式 (7-46) 和 式 (7-47) 为 描述 整个 起 重 机 系统 的 三 个 线性 定常 动力 学 方 
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程 。 为 将 其 写成 状态 空间 形式 ， 由 式 (7-45) 、 式 (7-46) 联 解 可 得 











s1=— 0+—F, (7-48) 
7724 ma 

(ma +ma)g 1 
0=- gp (7-49) 

mal mal 

另外 ,由 式 (7-47) 又 可 得 
下 1 2 (7-50) 
二 二 一 一 十 一 一 
4 T, A T, 4 


若 选择 如 下 状态 变量 *，( 单 位 为 m) 、x， (单位 为 A 、X3 (单位 为 rad) 、x，。，( 单 位 为 rad/s)、 
xs (单位 为 kN) 





xl=S4 = § 4,X3=0 














Ws 0 ns SR (7-51) 
和 选择 控制 量 w (单位 为 V) 和 输出 量 y，( 单 位 为 m) 、y，( 单 位 为 rad) 
u=u,y1 =54,y2 =0 (7-52) 
则 由 式 (7-48) ~ 式 (7-50) 和 式 (7-51) 、 式 (7-52) 可 得 状态 方程 描述 式 
% 1 = (7-53a) 
1 
(7-53b) 
Ma Ma 
% 3 二 %4 (7-53c) 
(ma +ms) 1 
et (7-53d) 
mal mal 
1 及， 
六 了 二 7 ee (7-53e) 
以 及 由 式 (7-52)、 式 (7-53) 可 得 输出 方程 描述 式 
Y1 = Xi ,YY = Xs (7-54) 
用 和 矩阵 形式 表示 ， 即 
x =Ax+bhu (7-55a) 
y=Cx (7-55b) 
式 中 
0 1 0 0 0 小 车 
0 0 aa 0 a 
A=|I0 0 0 1 0 刷 钩 (7-56) 
00 -as 0 -al 
0 0 0 0 -as 八 驱动 装置 
其 中 
1 (ma +msg) 1 1 
Q23 二 ,043 = 人 gs 0Q55 = (7-56a) 


Ma Ma mal mal T, 
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和 
b=(0 0:0 0105) 7 
小 车 “ 吊 钩 ”驱动 
装置 
其 中 
T, 
以 及 
人 0 0 0 
C= 
0 0 ce,, 0 0 
其 中 
cu=c»s=1 


从 状态 方程 可 看 出 ， 这 是 一 个 单 输入 多 输出 量 系 统 。 另 外 ,在 4、2 中 ， 
装置 对 应 的 由 各 有 关 参 数 构成 的 子 系统 可 由 虚线 加 以 区 分 。 

4. 起 重 机 系统 对 应 的 状态 结构 图 

将 式 (7-53) 、 式 (7-54) 拉 普 拉 斯 变换 后 ， 可 绘 出 图 7-7 所 示 的 桥 式 
结构 图 (为 完整 性 起 见 ， 图 中 给 出 了 阻尼 系数 K, ， 在 此 题 中 可 令 K, =0)。 
得 图 7-8 所 示 简 化 后 的 状态 结构 图 。 将 图 7-7 与 式 (7-56) 结合 
别 体现 了 驱动 装置 对 小 车 与 吊 钓 的 作用 ，ay 则 体现 了 吊 钓 自身 的 负 反 馈 作 
车 的 反作用 则 是 通过 a,, 来 体现 的 。 


驱动 装置 

















小 车 一 吊 钧 系统 





上 


i 


XI1 





小 


起 来 分 析 可 知 ， 
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(7-56b) 


(7-56c) 


(7-56d) 


(7-56e) 
车 、 吊 钧 和 驱动 


起 重 机 系统 状态 
在 此 基础 上 又 可 
025 与 Qas 分 
用 ， 而 吊 钓 对 小 


1(0) 


4 





区 
四 < 加 
Ths )(84 


X32 
> 






六 中 








(matmBp)g 
mal 


图 7-7 桥 式 起 重 机 系统 状态 结 


Cn 


构图 


为 便于 后 续 分 析 与 计算 ,假定 系统 中 的 具体 参数 为 : K, = 0. 1kN/V、 


1000kg、m =4000kg、 
可 得 


/= 10m。 将 上 述 有 关 数 值 代 入 式 (7-$6a) 、 式 (7 


-$6c) 后 进 一 


= 


T=1s、 


Mma 二 


步 
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025 


驱动 装置 小 车 一 帅 钧 系统 
Kk 





MB8 |a3 
(Ka=0) Wd 
三 (24HNB)S 
1/[ s+ mal ] > ]7 


G34=+)/ (7) ) 
图 7-8 桥 式 起 重 机 系统 简化 后 的 状态 结构 














器 











a =39. 2m/s’ 

as =10 kg 

aa =4.9m-? 

as =10 /kg: m (7-57) 
ass =1s -1 


bs =0. 1kV/V .s 





01 三 65 三 1 
5. 被 控 对 象 的 动态 分 析 
(1) 被 控 对 象 的 特征 值 
作为 被 控 对 象 的 起 重 机 系统 ， 其 对 应 的 〈 开 环 ) 特征 值 ， 可 将 式 (7-56) 代入 对 应 的 
( 开 环 ) 特征 方程 det( -4) =0 求 出 ， 即 
人 (入 +as)(4+as) =0 


如 oe |- | j= 
mal Li 





(7-58) 








求解 式 (7-58)， 得 ( 开 环 ) 特征 值 


. (ma t+ma)g 1 
N22=0,%4=+j /一 一 ,= 一 055 = 一 一 (7-59) 
mal 了 


代入 式 (7-57) 的 实际 参数 后 ， 求 得 其 特征 值 为 
Nh2=0,%4= +j2.21s ,= -1s (7-60) 
(2) 调节 对 象 (起 重 机 系统 ) 自身 动态 特性 分 析 
由 式 (7-59) 知 ， 此 调节 对 象 5 个 ( 开 环 ) 特征 值 中 ， 有 两 个 位 于 坐标 原点 ， 两 个 位 
于 虚 轴 ， 一 个 位 于 负 实 轴 ， 将 这 5 个 ( 开 环 ) 特征 值 的 分 布 与 图 7.7 或 图 7-8 所 示 系 统 结构 
图 结合 起 来 分 析 可 知 ; 
4 = -二 描述 的 是 驱动 装置 的 特性 ， 由 于 该 装置 系 一 由 联接 入 的 一 阶 蛋 性 环节 ， 因 此 其 


对 应 的 特性 值 将 为 负 实数 并 可 单独 给 予 分 析 。 
12 =0 描述 的 是 小 车 的 动力 学 特性 ， 这 是 因为 在 图 7.7 中 x 和 守 ， 之 间 ， 也 就 是 在 5 
与 y 之 间 相 当 于 存在 两 个 相互 串联 的 积分 环节 ， 目 无 反馈 支 路 存在 ， 显 然 ， 两 个 位 于 坐标 原 
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点 的 特征 值 将 是 与 此 相对 应 的 。 
(ma +msg) 8、 


ha4 = +j Vaa = 这 样 一 对 共 轿 虚数 特征 值 描 述 的 将 是 是 匆 的 无 阻尼 


Ma 


(K, =0) 振荡 (摆动 ) 的 动力 学 特征 。 这 是 因为 在 图 7-7 下 方 的 闭环 负 反 馈 子 系统 对 应 的 


传递 函数 为 一 A) = 一， 显然， 其 对 应 的 一 对 极点 (也 就 是 特征 信 ) 即 
(1+(1/s )as) ss +a 
为 4。 


利用 式 (7-57) 参数 ， 在 初始 条 件 为 x, (0) = 


100 
x2(0) =x3(0) =m4(0) =xs(0) =0 (相对 起 重 机 静止 9 
地 位 于 s-z 平面 的 原点 ) ， 且 在 直流 电动 机 控制 电压 < 各 
由 0V 阶 跃 变化 至 10V 时 ， 得 系统 的 仿真 响应 曲线 如 


图 7-9 所 示 ， 响 应 曲线 也 表明 起 重 机 系统 是 不 稳定 。 6 的 
现 分 析 图 7-9 所 示 的 响应 曲线 内 含 的 物理 概念 。 
由 于 此 时 尚未 采用 闭环 反馈 调节 ， 因 此 ， 在 以 的 作 


用 下 ， 由 于 必 ，=0 的 存在 ,将 导致 和 * ， 也 就 是 
图 7-9 中 的 小 车 位 置 与 速度 两 条 曲线 随时 间 的 变化 而 罗 


不 断 增加 ， 而 4 = +j Vas 的 存在 ,又 将 导致 在 不 ”ow 
计 空气 阻力 和 绳索 悬 吊 点 饺 链 处 摩擦 力矩 的 情况 下 
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—0.02 
(Kj, =0) 吊 钩 摆 角 6 的 无 阻尼 振荡 ， 由 图 7-7 知 ，9 
mpg 0 5 10 上 20 25 30 
角 的 这 种 无 阻尼 振荡 又 将 通过 a,, = 小 车 的 运 Ee 









































1 

0 
动 ( 即 加 速度 s,) 产生 反作用 ， 且 吊 多 质量 mw 越 。 0 
大 ， 这 种 反作用 也 越 强 ， 行 车 的 工作 实践 也 可 充分 0 
证 明 这 一 点 。 另 外 ,由 图 7-9 知 ,在 上 >0 以 及 小 车 
被 加 速 后 ， 由 于 吊 钧 出 现 一 个 平均 值 为 - 0.02rad 
(注意 到 负 号 表示 所 方向 与 小 车 前 行 方向 相反 ) 、 周 
期 为 了 =2.84s 的 无 阻尼 振荡 (摆动 ) ， 这 种 摆动 ， 
也 就 是 9 角 的 变化 ， 又 将 通过 os 的 作用 ， 人 


s ,曲线 中 会 出 现 小 波动 的 原因 。 然 而 ， 由 于 在 。, 与 s 之 间 存 在 一 个 能 起 平 波 作用 的 积 4 


环节 ， 因 此 ， 吊 钩 的 这 种 无 阻尼 摆动 虽 会 对 ; ,产生 影响 ,但 对 。 却 影响 不 大 ， 这 就 是 为 
什么 % 曲线 中 几乎 不 出 现 小 波动 的 原因 。 应 该 指出 ， 当 需 考 虑 上 述 摩擦 阻尼 作用 时 ， 可 通 
过 参数 K, 的 引入 加 以 分 析 。 在 这 种 情况 下 ， 吊 钩 摆 角 0 的 变化 将 会 呈 衰 减 振荡 特性 。 

由 上 可 见 ， 调 节 对 象 ， 即 起 重 机 系统 ( 开 环 ) 本 吴 是 不 稳定 的 调节 对 象 。 

6. 起 重 机 系统 状态 空间 方程 的 简化 (降价 ) 式 

由 图 7-8 知 ， 驱 动 装置 对 应 的 极点 ， 即 特征 值 有 有 s; = 4 = -1/7,。 由 于 该 装置 系 与 小 
车 一 吊 钓 子 系统 相 串 联 ， 其 动力 学 特征 易于 分 析 ， 因 此 ， 对 于 行车 系统 ， 就 可 将 重点 放 在 小 








四 10 15 20 253 30 
ts 


到 7-9 起 重 机 系统 ( 开 环 ) 
仿真 响应 曲线 
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车 一 是 钧 子 系统 上 。 此 时 ， 其 对 应 的 动力 学 矩阵 A 就 可 在 式 (7-56) 基础 上 ， 删 去 与 x ;对 
应 的 第 5 行 和 与 x; 对 应 的 第 5 列 后 获得 ， 即 有 


0 1 0 0 
0 0 a 0 
4' = (7-61) 
00 0 1 
0 0 a 0 
以 及 进一步 由 
det(AT -A)=A4(A +a) =0 (7-62) 
可 解 得 


|(ma + mg)g 
A12=0,h4= 土 ] VQ43 = 土 ] a (7-63) 
Ma 


可 见 ， 求 得 的 4 个 〈 开 环 ) 特征 值 与 式 (7-59) 完全 相同 。 显 然 ， 若 计 及 加 ， 则 式 (7-63 ) 
即 为 式 (7-59 ) 。 由 此 ， 整 个 行车 系统 就 可 简化 为 小 车 一 吊 钩子 系统 (以 下 简称 简化 系统 或 
降 阶 系统 ) 进行 分 析 了 。 

二 、 起 重 机 系统 的 能 控 性 分 析 

这 里 ， 只 对 简化 (降价 ) 系统 进行 能 控 性 分 析 。 

由 能 控 性 和 矩阵 

M'’=(b”A'bp” 425 A"p') 对 起 重 机 系统 作 能 控 性 判定 。 当 用 式 (7-61) 的 四 阶 系 
统 动力 学 矩阵 4' 进 行 分 析 时 ， 可 使 系统 能 控 性 判断 得 到 一 定 程 度 的 简化 ， 与 此 相对 应 ， 此 
时 系统 的 控制 量 v 不 再 是 ww ， 而 应 该 是 ， 即 x;。 由 此 ， 利 用 式 (7-53) 可 得 




















X=A'x+b'u (7-64) 
式 中 x=(x x wy %4) , w=, 
1 1Y 
%-|。 区 -三 = (0 a 0 -05)” 
ma mal 
进一步 考虑 到 式 (7-61) 可 得 
ee 0 一 023045 
4 万 "= 0 4 一 023045 28 0 
4 0 C43 Q45 
0 CQ43 C45 0 
则 能 探 性 矩阵 为 
025 0 一 023045 
Mr =(8 Ab' 428，A38) =| 0 -aaas 0 
0 Os 0 C43 Qas 
一 245 0 (43,45 0 
以 及 对 应 有 
IM’| = ~ @s (Qa804s — asa43045) + 4s ( 一 02302504304 + 41304s ) 


7 9 沁 这 他 
= 045 (023Q45 十 Qs as 一 2023025043045 ) (7-66) 
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将 有 关 参 数 代 入 上 式 有 





MI | 2 ] (7-67) 


mp 

由 此 可 见 ， 只 要 m, 与 为 有 限 值 ， 即 可 确保 小 车 一 吊 钩子 系统 完全 可 控 。 

三 、 利 用 极点 配置 法 设计 状态 反馈 调节 器 

极点 配置 法 设计 状态 反馈 调节 器 ， 主 要 涉及 两 个 问题 : 一 是 根据 什么 原则 来 配置 闭环 特 
征 值 ( 极 点) ; 二 是 如 何 利用 极点 配置 法 来 设计 调节 器 参数 并 完成 闭环 反馈 调节 。 本 例 中 ， 
由 于 不 存在 着 零 、 极 点 相对 消 ， 因 此 ， 为 便于 叙述 ， 以 后 均 称 特征 值 为 极点 ， 且 对 应 坐标 用 
s( 复 ) 平面 描述 。 

1. 闭环 极点 配置 

从 行车 系统 对 应 的 4 个 ( 开 环 ) 极点 可 知道 ， 调 节 对 象 是 一 个 不 稳定 系统 ， 需 通过 闭 
环 调节 ， 使 其 由 不 稳定 变 为 稳定 并 满足 有 关 动 、 静 态 特性 方面 提出 的 要 求 ， 即 : 在 与 起 重 机 
位 置 相对 应 的 给 定 值 发 生变 化 时 ， 使 。 能 快速 并 具有 良好 阻尼 特性 地 变化 至 与 新 给 定 值 对 
应 之 值 ， 同 时 还 应 使 稳 态 (位置 ) 误差 为 零 〈 准 确 ) ， 这 些 要 求 在 * 平面 上 就 意味 着 : 4 个 
( 开 环 ) 极点 中 数值 为 零 的 两 个 极点 \ ,和 一 对 共 箔 虚数 极点 s, ,应 移 至 * 平面 左 半 开 平面 合 
适 的 位 置 上 ， 或 者 说 ， 加 入 调节 器 后 ， 与 其 相对 应 的 4 个 闭环 极点 应 均 具有 负 实 部 的 合 
适 值 。 

(1) 闭环 极点 分 布 的 确定 

由 经 典 控制 理论 分 析 知 ， 一 个 被 控 对 象 采用 闭环 调节 ， 对 其 响应 的 快速 性 、 良 好 的 阻尼 
特性 以 及 稳 态 误差 三 者 之 间 的 要 求 往 往 不 易 同 时 满足 ， 需 折 中 解决 。 而 对 于 本 例题 就 要 求 闭 
环 极点 之 配置 有 一 个 合理 的 分 布 形态 。 为 此 ， 可 在 配置 的 4 个 闭环 极点 中 事先 考虑 一 对 主导 
极点 ， 并 由 这 对 主导 极点 基本 确定 闭环 系统 的 动态 运行 特性 ， 而 剩 下 的 两 个 闭环 极点 则 可 配 
置 在 这 对 主导 极点 左 侧 较 远 的 地 方 ， 这 样 ， 这 两 个 〈 闭 环 ) 极点 的 影响 就 可 略 去 不 计 。 采 





























用 一 对 主导 极点 后 ， 四 阶 闭 环 系统 就 可 以 近似 地 用 两 阶 系统 进行 分 析 ， 并 可 在 此 基础 上 进 一 
步 由 其 特征 参数 7 和 mw, 来 确定 这 对 主导 极点 在 s 人 
平面 上 的 位 置 。 
(2) 系统 闭环 极点 的 配置 条- ov 
设 配置 的 4 个 闭环 极点 (特征 值 ) 加、 和 、 ，， | 
六 人 4 So 
= ” 10.172 0 So 
NM = -0.172 +j0. 172 
有 | 
er lo 
X13»=-1l 
AMM=-1l 
闭环 极点 分 布 图 如 图 7-10 所 示 。 图 7-10 ”闭环 极点 分 布 图 





由 期 望 闭环 极点 如 、 如 、h 、4 ， 求 得 期 望 闭环 特征 多 项 式 为 
f(A)= AM)s -Rs -1B)(s -XH) 
= (4 +0.3444+ 0.059)(a+1)’ 
= XM +pyB +p +p/At+po (7-68) 
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式 中 
ps =2.344s ,py =1.747s 
p! =0. 462s ,pd =0. 059s 一 
2. 系统 调节 器 与 前 置 装置 参数 的 设计 
(1) 调节 带 参 数 的 确定 





在 期 望 闭环 特征 多 项 式 系数 py、py、p!、Po 求 出 后 ,根据 参考 文献 [8 ] ， 


确定 调节 器 参数 : 
WE 


r =m, "(pelT+p/A’ +pJA” +pAA” +A”) 


= (7 / / 
NI A 3 Ma 


(7-69) 


可 以 由 下 式 


(7-70 ) 


式 中 , r 为 调节 器 的 参数 ; 严 ， 为 能 控 性 矩阵 式 (7-65) 1' 的 逆 阵 中 的 最 后 一 行 元 素 。 


确定 m'。 因 m=(0 0 0 1)M 1', 故 有 m“"M’=(0 0 0 
m=(gi 492 gs 494)， 并 进一步 将 式 (7-65) 代入 ， 则 有 



















, 1 
Qsq7 — Qasq4 =0 CQ25043 一 023 045 
ao541 — 4sq3 =0 并 可 解 得 d2 =0 
一 02304502 + aa45g4 =0 Pe 
1 qd3 = di 
一 02304501 + 04304503 =1 Q45 
04 =0 
其 中 ， 进 一 步 将 式 (7-56a) 代入 式 (7-71) 中 ,又 有 
1 
1 mal ma mal h 
qi ;43 二 = Ma 
(mtms)g 1 mg 1 & 1 g g 
mal m mm ml mal 
最 后 可 得 





元 mal ml 
m, =(g 0 9 0)=|— 0 0 
8 8 


@ 计 算 m"4”(v=1,，2,，3, 4)。 利 用 式 (7-72) 和 式 (7-61) ， 可 分 别 得 


0 1 0 0 
m,A’=(g! 0 9 0) pe ， =(0 4 0 93) 
0 0 0 1 - 
0 0 -a 0 


m,A? (gqg, A')A!’ =(0 0 (ayg! -4a393) 0) 
mA (gq.A°)A!’ =(0 0 0 (ayq! -a93)) 
mA” = (gq.A’)A!’ =(0 0 -aa(ang1 — 493 ) 0) 


， 式 中 寿 设 


(7-271) 


(7272) 


(7-73a) 


(7-73b) 
(7-73c) 
(7-73d) 


@ 确定 r"。 将 式 (7-72)、 式 (7-73) 和 式 (7-69) 代入 式 (7-70) ， 并 经 中 间 运 算 后 可 得 
和 =(7 PP 73 7)=(pog! Pg! poq +(p2 -08)(ang -asq3) pig3 +P3 (aasgi 一 06g3) ) 


r 
进一步 将 式 (7-56a) 和 式 (7-57) 代入 ， 又 可 得 
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， ,ml 1000 x 10 
rr =pog! =po— =0.059 x 一 一 一 一 kN/m =0.06kN/m (7-74a) 
8 9.8 
， 1000 x 10 机 
7 一 Pd Se 462 | “sm =0.472kN.s.m (7-74b) 


rs3 =pogs + (p> — 43) (02391 一 asd3 ) 
ma | ， (ma ee | ml (m+t+mgs)g ma | 
机 | By: 二 1 








一 Po 


mal 


ma 8 mal 8 
mal 

= 一 一 (po -pyg8) + (ma +mg)g 
8 


1000 x10 
| 一 一 一 一 (0.059 x10 -1.747 x9.8) + 


(10000 +4000) x9.8 本 =32. 133kN (7-74c ) 


) 。 ) 天 ) mt 六 mal 叶 , 
ry =p1 gs +ps (asd 一 adg3 ) pn -mal) ry -p38) 


1000 x 10 
= 一 一 一 一 (0. 462 x10 -2.344 x9.8)kN.s= -18.726kN:s (7-74d ) 


实际 上 ， 对 于 四 阶 以 上 的 单 输入 量 的 系统 ， 通 常 都 是 利用 计算 机 编程 进行 计算 rr "、m、 
的 值 。 图 7-11 为 计算 rn"、m? 的 计算 机 程序 框图 。 


读 入 系统 参数 4.b 和 特征 





多 项 式 系数 Po 一 局 


打印 4.0 和 Pe-P3 
按 式 (7-65) 计算 可 控 性 矩阵 MA 


系统 是 否 可 控 (IM;| 关 0)? 
是 
计算 Ms 并 取出 其 最 后 一 行 元 素 9 















打印 输出 (误差 ) 报警 


递 推 计算 4I4 即 计算 0T4 TI) 4、 
QI424、(GT4)4 和 (TI494 


按 式 (7-70) 计算 rT 
按 式 (7-76) 确定 前 置 装 置 m 之 参数 


打印 MK .My \KT 和 mT 









图 7-11 计算 m,、r 的 计算 机 程序 框图 
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@ 闭环 调节 系统 (不计 驱 动 装置 时 的 ) 框图 。 确 定 出 x" 后 即 可 绘 得 如 图 7-12 所 示 的 闭 
环 调节 系统 框图 (不 计 驱 动 装置 的 ) ， 由 于 是 分 析 (四 阶 ) 简 化 系统 。 因 此 ， 反 馈 用 的 全 部 


4 个 状态 变量 分 别 为 ss。、s ,、6、6 ， 经 调节 器 r/ ~ 后 得 到 的 ， 输 出 量 (控制 量 ) 均 为 作 
用 力 ( 千 牛顿 )。 

(2) 前 置 装置 的 引入 

对 于 多 输入 -多 输出 系统 ， 在 利用 全 状态 反馈 调节 器 R 构成 闭环 后 ， 若 给 定 值 撩 量 W 
的 维 数 与 输出 量 了 相等， 而 了 的 维 数 g 与 的 维 数 p 通常 并 不 相等 ， 因 此 ， 应 如 图 7-13 那 
样 加 入 前 置 装 置 M(p xg) 阵 ， 以 使 w。( = Mw) 能 与 wi 的 维 数 相 等 ， 并 在 两 者 代数 相 加 
后 能 得 到 w。 即 使 是 维 数 =g， 考 虑 到 w 与 4 的 量 纲 通常 不 一 样 ， 也 应 加 入 前 置 装 管 。 


0) 


小 车 一 吊 钓 
站 系 乡 

























































U4 驱动 
' 装置 ， (4 阶 降 阶 系统 ) 
AN 
Tri “ 本 RE 
| W472kN Sm! [rsa 
| 32133kN [0 
r/=-18.726kN:s X60 
图 7-12 闭环 调节 系统 框图 (不 计 驱 动 装置 的 ) 图 7-13 加 入 前 置 装置 的 系统 框图 
为 简化 分 析 ， 假 设 p =q， 根 据 参 考 文献 [8] ， 前 置 装置 M 为 
M=[C(BR-A) -8B] (7-75 ) 
对 于 单 输入 - 单 输出 系统 ， 因 互 - 沁 ，C-e" ， 有 -7 ，M 一 (为 标量 ) ， 故 对 应 村 有 
1 
(7-76) 


由 er(bri -A)-'p 

(3) 计 及 驱动 器 装置 后 的 闭环 调节 系统 框图 
由 于 实际 系统 的 控制 量 为 u,， 而 非 局 。 因 此 ， 在 确定 前 置 装置 之 前 ， 需 对 图 7-12 进行 
变换 ， 即 应 将 图 中 的 信号 相 加 点 移 至 驱动 装置 输入 端 。 由 式 (7-60) 知 ， 在 整个 起 重 机 系 
统 的 5 个 ( 开 环 ) 极点 中 ， 从 左 侧 离 虚 轴 最 远 。 或 者 说 ， 系 统 的 5 个 等 效 时 间 常 数 中 ， 
7 相对 为 最 小 。 因 此 ， 为 简化 分 析 ， 可 将 驱动 装置 〈 即 一 阶 惯性 环节 ) 近似 视 为 一 个 放大 
倍数 为 K, =0.1kNAV 的 比例 环节 。 由 此 ， 就 可 将 图 7-12 改 画 成 图 7-14。 此 时 ， 图 中 的 7 ~ 





a 2 
"可 利用 式 洲 = 一 (i=1，2，3，4) 分 别 计算 得 
A 
1 1 | | 
r” =0. 06 x—V/m=0. 6V/m,r;» =0. 472 x 一 -V .Sm =4.72V.:s.'m 
0.1 0. 1 


1 1 
r/ = 32. 133 ee =321. 33V,r7 = -18.726 < *s= —187.26V.s (7-77) 


根据 式 (7-76) 前 置 装置 参数 的 计算 ， 此 时 图 7-14 中 的 m=r/=0.6V/m。 同样 ， 在 要 
求 5 由 2m 变化 至 10m 时 ,控制 量 w =w， 在 1=0, 时 ， 其 阶 路 变化 量 应 为 Au(0,)=m x 
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(10 -2)m=0.6x8V=4.8V。 与 此 相对 应 ， 驱 动力 的 阶 跃 变化 量 则 应 为 AF(0,)=K x 
Au(0,) =0.1x4.8KN =0.48KN。 




















图 7-14 ” 带 驱 动 装 置 及 前 置 装置 的 闭环 系统 框图 


El 
咖 

















第 三 节 ”液压 伺服 电动 机 最 优 控 制 系 统 


液压 伺服 电动 机 和 交 、 直 流 电 动机 一 样 ， 是 组 成 运动 控制 系统 中 最 常用 的 执行 部 件 ， 其 
控制 系统 广泛 应 用 于 工业 生产 、 机 械 制 造 业 、 国 防 武器 装备 等 行业 。 现 代 控 制 理 论 问 世 以 
来 ， 控 制 工程 界 的 技术 人 员 不 断 地 采用 各 种 先进 的 控制 策略 和 算法 应 用 于 这 类 系统 的 设计 ， 
其 中 ， 和 采用 二 次 型 最 优化 控制 理论 设计 就 是 最 常用 且 最 成 功 的 一 种 方法 之 一 。 许 多 实例 表 
明 ， 采 用 二 次 型 最 优化 控制 理论 设计 的 系统 ， 有 效 地 提高 了 系统 的 动 、 静 态 性 能 指标 。 

一 、 液 压 伺服 最 优 系统 的 组 成 

液压 伺服 系统 由 液压 电动 机 、 油 和 到、 伺服 避 、 传 感 希 、 控 制 器 等 部 件 组 成 ， 如 图 7-15 所 示 。 


* On 
~O 〇 一 | 控制 器 上 伺服 器 [| ef 达 控 电动 机 [一 一 一 ~ 
传感器 


图 7-15 ”液压 伺服 控制 系统 框图 









































二 、 系 统 的 数学 模型 
由 参考 文献 ， 系 统 的 传递 函数 
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相关 参 教 
， ViB 
k=k bh/( Dk) =120; £,= ry =0 


式 中 ， 为 液压 饶 位 移 与 柱 塞 泵 斜 盘 角 的 比例 系数 ; , 为 滑 阀 位 移 与 输入 电压 的 比例 系数 ，; 
局 为 液压 饶 位 移 与 伺服 阀 位 移 的 比例 系数 ; ,为 变量 泵 的 流量 与 柱 塞 泵 斜 盘 角 的 比例 系数 ; 
D; 为 电动 机 弧 排 量 ; V, 为 电动 机 高 压 腔 侧 容积 只 ; B 为 活塞 和 负载 的 理性 阻尼 系数 ; B 为 液 
体 体积 弹性 模 量 ，/ 为 电动 机 与 负载 折算 至 电动 机 轴 上 的 总 转动 惯量 。 

三 、 性 能 指标 

采用 二 次 型 指标 








PD, 
7 =200 


J =| (DQ) + wn) Ru) J 
gy 0 0 
式 中 , Q=|0 9 0 |, 目 取 gq=10, g,=g;=0; R=1。 
0 0 9 


四 、 最 化 控制 率 
由 第 六 章 第 三 节 ， 使 二 次 型 性 能 0 
u”=-Ri'b'Px=- =(3.1623 0.0182 0.0001)x 

式 中 , P 是 歼 卡 提 (Riccati) ns (6-38) 的 解 。 

五 、 系 统 性 能 

当 二 次 型 性 能 指标 中 的 加 权 和 矩阵 取 值 为 
10 0 0 

0 ,| R=I 

0 0 


0 
0 





0 = 





， 系 统 单位 阶 路 响应 如 图 7-16 所 示 。 

















0 0.04 l/s 
图 7-16 系统 单位 阶 跃 响应 曲线 
上 升 时 间 i =0.02s; 调节 时 间 1 =0.04s; 最 大 超 调 量 5% =4.7%。 精 度 高 ， 


可 见 ， 0 响应 快 ， 超 调 小 ， 精 度 高 。 


附录 部 分 习题 参考 答案 


第 一 章 
1-1 根据 《电路 》， 可 列 出 如 下 方程 
duo 
i =i, +is =C, me +C 时 ， A tet, u = R,C, to 


注 : 所 选 状态 变量 不 同 ， 状 态 空间 表达 式 有 不 同 。 
1-2” 设 位 移 v=x, 和 速度 y=x, 为 状态 变量 





x 
< 0 
二 基 才 到 
0 2 -2 0 
126 G(s) =e[ (s1 -A) "1b = 3 
—7s—06 


a 、 4/3 4/9 4/9 
1-8 提示 : 先 部 分 分 式 展开 ，w(z) = (z 三 汪 )2 1 








2-4 特征 值 : (1) AN = -1, A=-3 (2) AN =-1，)= -2， A,=-3, 





0 2 
2-6 注 : 根据 状态 转移 矩阵 的 性 质 考 虑 ，(1) 不 是 ，(2) 是 ,4=[ > | 


27 (1) x(1) =( -1+2e 2ie) 
(2) x(t) =(e' 0 e*)’ 


-1+1.$e' -0.5e.™ 
2-8 x(t) = 





0.5 (e 一 -e ™) 
2-9 Y(i) = 一 Te” rie -oe 


第 三 章 
3-1 (1) 能 控 ; (2) 不 能 控 ; (3) 不 能 控 ; (4) 能 控 。 
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32 
3-3 
3-4 
3-6 
3-7 
3-8 
3-9 
3-10 
3-12 


4-1 
4-2 


4-3 


4-4 
4-5 
4-6 
4-7 
4-8 
4-9 


5-5 
5-6 
5-7 
5-8 
5-9 


0-0 
0-7 


0-8 
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(1) 能 观测 ; 〈2) 不 能 观测 。 
包 -ag+1=0 


mb 
CC 
| 
党 
二 





不 能 控 
不 能 观测 

不 能 控 不 能 观测 

a 为 1，2，3 不 能 控 或 不 能 观测 。 

第 四 章 

w=1 或 2。 

(1) 不 定 ; (2) 正定 ; (3) 负 定 。 
a>1; b> 
x.=(0 0) 





大 范围 一 致 渐 近 稳定 。 

非 渐 近 稳定 ; 本 方法 不 能 确定 。 
x.=(0 0) ; 大 范围 一 致 渐 近 稳定 的 
x.=(0 0) "; 大 范围 一 致 渐 近 稳定 的 
0<K<2。 

















第 五 章 
状态 反馈 k=(16 13)。 
状态 反馈 大 = (4 4 Lys 
状态 反馈 k=( -14 186 -1220) 。 
反馈 系数 go =3; g =1 
so=35; g1 =41; g, =14 

第 六 章 


u” (1) = x(t) -Vx,(1t) 
u* (1) = -y(t) -VD 


1 (0D) = -7 -Pm ty (0D) 


PP oo ~ 下 mm 一 
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